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Prologo

Una de las grandes fortalezas de las matematicas es el hecho de ser uno
de los campos mas fértiles para desarrollar la capacidad de razonamiento
a través de la adquisicion de diferentes habilidades del pensamiento ldgico,
como son: la argumentacion de ideas, la busqueda de pautas y patrones, la
deteccién de analogias, y la capacidad de abstraccién, reflexion, generaliza-
cién, analisis y comparacion, entre otras, lo que impacta de manera positiva
en el desarrollo humano de los estudiantes.

Para fomentar, desarrollar y evaluar las habilidades del pensamiento antes
mencionadas, se han creado concursos de matematicas para jovenes estu-
diantes, que tienen una larga tradicién en varios paises del mundo; por ejem-
plo en Francia los concursos generales se realizan desde el siglo Xviil y en
Hungria las competencias Eétvos desde 1894.

En la actualidad, el concurso mas importante que se lleva a cabo es la
Olimpiada Internacional de Matematicas, que se realizé por primera vez en
1959 en Rumania con la participacion de Hungria, la entonces URSS, Bulga-
ria, Polonia, Checoslovaquia y la Republica Democratica Alemana. A partir de
entonces este concurso se celebra anualmente. En los anos recientes par-
ticiparon alrededor de cien paises de todos los continentes, teniendo como
objetivo:

= Descubrir, estimular y desafiar a los jévenes con talento matematico en
todos los paises.

m Fomentar las relaciones internacionales amistosas entre los matemati-
cos de todos los paises.

= Crear una oportunidad para el intercambio de informacién sobre planes
de estudio y practicas escolares en todo el mundo.

= Promover las matematicas en general.

Con respecto a nuestro pais, en el afio 1987 la Sociedad Matematica Mexica-
na organiz6 por primera vez la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM),
gue ademas de compartir los objetivos de la Olimpiada Internacional tuvo co-
mo fines propios:

= Detectar alumnos que tuvieran habilidades en las matematicas, para
estimularlas y potenciarlas.



» Ayudar a los jovenes a que fortalecieran su intelecto, imaginacién y crea-
tividad.

m Fomentar el estudio de las matematicas.

= Establecer un ambito de encuentro para docentes, en el que fuera posi-
ble intercambiar experiencias sobre la ensefianza de esta disciplina.

= Promover el mejoramiento de la ensefanza de las matematicas propor-
cionando a maestros y alumnos nuevos incentivos y perspectivas.

= Fomentar publicaciones formativas en el ambito de las matematicas
destinadas a los alumnos de bachillerato.

Es importante resaltar que la oMM fomenta y estimula el estudio de las ma-
tematicas como una disciplina del pensamiento que desarrolla la inteligencia
del estudiante, mediante métodos de razonamiento estructurado, deductivo y
creativo.

Desde el afno 1987 se realiza anualmente la OMM en nuestro pais y ha
tenido como sede diversos estados de la republica mexicana. El programa
basico de la olimpiada se desarrolla en cuatro etapas:

1. Concursos estatales. Los estados organizan, de manera independiente,
el concurso de olimpiada y seleccionan a sus representantes.

2. Concurso nacional. Cada uno de los estados asiste con seis represen-
tantes para participar en la etapa nacional.

3. Entrenamiento y seleccion de las delegaciones que representan a Mé-
xico en olimpiadas internacionales. Los dieciséis mejores concursantes
son entrenados por el Comité Organizador Nacional de la olimpiada du-
rante un periodo aproximado de seis meses, con la finalidad de selec-
cionar a los mejores que representaran al pais en la etapa internacional,
entre otros concursos.

4. Participacion en olimpiadas internacionales.

Cabe destacar que el primer concurso nacional se efectud en la ciudad de
Xalapa durante la celebracién del xx Congreso de la Sociedad Mexicana de
Matematicas, en el mes de noviembre de 1987.

En relacién con el estado de Veracruz, la Facultad de Matematicas de la
Universidad Veracruzana ha sido, desde el inicio, la responsable de organizar
la etapa estatal a través del Comité Estatal, en coordinacion con los siste-
mas y subsistemas oficiales de la Secretaria de Educacion del Estado de
Veracruz: CECYTEV, COBAEV, CONALEP, DGB, DGB-Federal, DGCYTM, DGES,
DGETA, DGETI, DGTEBA, ITESM-CCV, UNAM, etcétera.

La seleccion de la delegacion que representa al estado de Veracruz en el
concurso nacional consta de tres etapas:



1. Las eliminatorias de los sistemas y subsistemas al cual pertenezca la
escuela de donde provenga el estudiante.

Cada subsistema establece sus propios criterios de seleccion para con-
formar la delegacion que lo representara en la fase estatal.

2. El concurso estatal de la Olimpiada Mexicana de Matematicas-Veracruz.

Este evento se lleva a cabo en la Facultad de Matematicas de la Uni-
versidad Veracruzana el primer sabado de junio. Una vez realizada esta
fase se premia a los seis primeros, seis segundos y seis terceros luga-
res, quienes conformaran la preseleccion del estado de Veracruz.

3. La seleccién y entrenamiento de la Delegacion Veracruz.

A los estudiantes preseleccionados se les brinda una serie de entre-
namientos, impartidos por profesores y alumnos de la Facultad de Ma-
tematicas, con la finalidad de capacitarlos en los siguientes temas: teoria
de numeros, algebra, geometria y combinatoria, haciendo hincapié en
la resolucién de problemas tipo olimpiada.

Los entrenamientos se calendarizan los viernes y sabados cada quince
dias, pudiéndose incluir estancias de hasta una semana en la ciudad
de Xalapa; dichos entrenamientos se realizan en fechas previas al con-
curso nacional. Se evalla el desempeno de cada uno de los estudiantes
preseleccionados y se aplican examenes selectivos para elegir a los seis
alumnos que conformaran la delegacion que representara al estado de
Veracruz en la etapa nacional.

Basta simplemente con buscar en la Internet Olimpiadas de Matematicas pa-
ra darse cuenta de que existe una gran diversidad de material que sirve como
apoyo para preparar y entrenar a jévenes estudiantes que desean partici-
par en concursos de la especialidad; en este rubro, el Comité Organizador
Nacional ha hecho una gran labor publicando libros, folletos y, actualmente,
editando de manera periddica la revista Tzaloa. Esta misma labor se observa
en comités de otros paises e incluso estatales.

Este libro se presenta en forma de problemario, en donde aparecen, en
capitulos separados, las etapas realizadas durante el ano 2014. Se ha pro-
curado presentar, en orden creciente de dificultad, algunos de los problemas
a los cuales se enfrentaron los estudiantes que conformaron la Delegacion
Veracruz 2014, desde las eliminatorias iniciales hasta la etapa nacional.

En el Capitulo 1 se enuncian los problemas de algunos examenes aplica-
dos en el estado de Veracruz, entre ellos: un examen de la Etapa Sector, uno
de la Etapa Regional y el examen de la Etapa Estatal Intermodalidades de
la 19a. Olimpiada Veracruzana de Matematicas para Alumnos de Educacion
Secundaria (OVMAES); se incluyen también los problemas del Concurso Es-
tatal de la 28a. omMm vy, finalmente, los examenes selectivos que se utilizaron
para conformar la Delegacion Veracruz. El Capitulo 2 consta de una lista de
problemas que se utilizaron en los entrenamientos de la Delegacion Veracruz
en el ano 2014. En el Capitulo 3 se presentan los problemas del Concurso



Nacional de la 28a. oMM, realizada en la ciudad de Toluca, Estado de Méxi-
co, en la que participaron delegaciones de todos los estados del pais. Los
capitulos del 4 al 6 constan de las soluciones a los problemas planteados en
los capitulos del 1 al 3, respectivamente. Para finalizar, el Capitulo 7 trata de
algunos conceptos basicos de geometria, teoria de nimeros, combinatoria y
algebra, con la finalidad de que dichos elementos tedricos de referencia se
encuentren al alcance, para entender el material del libro.

Queremos agradecer a todas las personas que estuvieron involucradas
con el desarrollo de las actividades mencionadas, especialmente a los que
estuvieron a cargo de los entrenamientos: Julio César Aguilar Cabrera, Por-
firio Toledo Hernandez, Victor Pérez Garcia, Raquiel Rufino Lépez Martinez,
Francisco Gabriel Hernandez Zamora, Brenda Tapia Santos, Melida Carran-
za Trejo, Ashley Antonio Olmedo Ortiz, Ariel Chavez Gonzalez, Kevin Enrique
Villalobos Aguilar, Eunice Cano Garcia, Gustavo Moreno Penalosa, Vidal Ali
Gonzalez Cucurachi, José Alfredo Zavaleta Viveros, Pedro Romero Martinez
y Andrés Cruz.

Comité Estatal de la omMM-Veracruz



Capitulo 1

Examenes de concursos en
Veracruz

1.1. 19a. ovMAES Etapa Sector

Este examen se utilizé en un concurso de la Etapa Sector, de la 19a. Olim-
piada Veracruzana de Matematicas para Alumnos de Educacion Secundaria
(OVMAES), el dia 29 de abril de 2014.

Problema 1. Isabel invitd a 17 amigos a su fiesta de cumpleanos. Jugando
asigné a cada invitado un nimero del 2 al 18, reservando el nimero 1 para
ella. Cuando todos estaban bailando se dio cuenta de que la suma de los
nimeros de cada pareja era un cuadrado perfecto. ¢Cual es el niumero del
invitado con quien baila Isabel?

Problema 2. En un supermercado existen tres marcas de tomate en bote.
Los botes de la marca azul cuestan 50 % mas que los de la marca verde, sin
embargo contienen 10 % menos de tomate que los de la marca roja. Los botes
de la marca roja pesan 50 % mas que los de la marca verde y cuestan 25 %
mas que los de la marca azul. ; Qué marca es mas barata y cual mas cara?
¢ Cual marca conviene comprar?

Problema 3. Si sigues construyendo el triangulo de nimeros, ¢cual es el
ultimo nimero de la fila 20147

Problema 4. En la figura se muestran cuatro circulos de radio 1 dentro de uno
mas grande. ;Cual es el area de la figura sombreada?

5
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1.2. 19a. ovMAES Etapa Regional

Este examen se utilizd6 en un concurso de la cuarta etapa: de Regién, de
la 19a. Olimpiada Veracruzana de Matematicas para Alumnos de Educacién
Secundaria, el dia 9 de mayo de 2014.

Problema 5. En el mundial de futbol participan 64 equipos divididos en 16
grupos; los equipos de cada grupo juegan un partido entre si. Los mejores dos
equipos de cada grupo clasifican a los dieciseisavos de final, donde juegan un
partido de eliminacion directa hasta que solo quedan 4 equipos en semifinal;
los ganadores de los partidos de semifinal juegan el partido en la categoria
final y los perdedores se disputan el tercer lugar. ¢ Cuantos partidos se juegan
en total?

Problema 6. ;Cual es el diametro del siguiente circulo, si se sabe que AC =
24 emy BC = BA =20 em?

Problema 7. En un cuadrado ABCD de lado igual a 1 se traza el segmento de
recta AC'y se une el vértice D con el punto medio M del lado BC. 4 Cuél es la
razon entre las superficies del cuadrilatero ABM P con respecto al triangulo
ACDP?
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M

Problema 8. Si se escriben todos los multiplos de 5 menores que 2014, ;cuan-
tos digitos 1 se usan?

1.3. 19a. ovMAES Etapa Estatal Intermodalidades

Este examen se utilizo en la Etapa Estatal Intermodalidades, de la 19a. Olim-
piada Veracruzana de Matematicas para Alumnos de Educacion Secundaria.
El concurso se realiz6 el dia 29 de mayo de 2014 en las instalaciones de la
Escuela Secundaria y Bachilleres “Experimental”, en la ciudad de Xalapa, Ver.

Problema 9. Considera un triangulo cualquiera AABC'y puntos Dy E en los
lados ABy BC, respectivamente, tales que DE es paralelo a AC. Si BE = 5,
EC = 2y el area de ADBE es igual a 10, encuentra la altura de AABC
correspondiente a la base BC.

Problema 10. Considera los vértices de dos hexagonos regulares colocados
paralelos a una distancia dada, de tal manera que formen un prisma hexa-
gonal. ¢ Cuantos rectangulos podemos formar seleccionando cuatro de esos
vértices?

Problema 11. Se construira una sucesion de nimeros de la siguiente mane-
ra: los primeros cuatros son 2, 0, 1 y 4. Observemos que la suma de ellos
es 7. El quinto nimero se escoge de tal forma que la suma de él y los tres
anteriores es 8; el sexto nimero se escoge de tal forma que la suma de él y
los tres anteriores es 9, y, asi, sucesivamente. Es decir, cada nuevo nimero
incrementa en uno la suma de él y los tres anteriores. Determina cual es el
numero que esta en la posicion 2014.

Problema 12. Carlos y Lorena van a jugar en un tablero en forma de cuadricu-
la de 5 x 5 cuadrados. Diremos que un cuadrado es “vecino” de otro si com-
parten uno de los lados (los cuadrados en posicion diagonal no son vecinos).
Los jugadores marcaran los cuadrados que elijan con la inicial de su nombre.
El juego se lleva a cabo por turnos y tiene las siguientes reglas:

» Eljugador en turno puede marcar uno o dos cuadrados vecinos entre si
y que no hayan sido marcados antes.

= No se pueden marcar cuadrados que sean vecinos de otro que tenga
una marca del jugador contrario.
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= Un jugador pierde cuando ya no puede seguir marcando cuadrados.

Si se sabe que Carlos sera el primero en jugar, ¢cuél de los dos jugadores
puede garantizar siempre la victoria? y ¢cual es la estrategia que debe seguir
dicho jugador?

1.4. 28a. omMm Estado de Veracruz

Estos problemas conformaron el examen del Concurso Estatal de Veracruz
de la 28a. Olimpiada Mexicana de Matematicas que se realizé el 7 de junio
de 2014 en las instalaciones de la Facultad de Matematicas de la Universidad
Veracruzana, en la ciudad de Xalapa, Ver.

Problema 13. El lobo y Caperucita estan realizando un juego con divisores
de 2014. El lobo empieza con el numero 1 y Caperucita con el niumero 2014.
Por turnos, cada jugador cambia su ndmero por otro divisor de 2014 mediante
la operacién de multiplicar o dividir por un nimero primo. El lobo ganara el
juego si “alcanza” a Caperucita consiguiendo que sus numeros coincidan,
pero Caperucita ganara si consigue hacer 100 cambios de ndmero sin ser
alcanzada. Si el lobo es quien inicia el juego y cada jugador sigue la estrategia
gue mas le conviene, ¢quién gana?

Problema 14. Encuentra todos los niumeros de tres digitos n = abc de tal
forma que a, by ¢ son digitos positivos distintos entre si, abc es multiplo de 2,
bca es multiplo de 3y cab es multiplo de 5.

Problema 15. Considera un rectangulo ABCD donde los lados miden AB =
CD =6y BC = AD = 4. Si FE es el punto medio de AB y F es un punto
entre Dy F tal que BF = 4, encuentra el area del triangulo ACDF'.

Problema 16. En una cuadricula de tamafo 20142014 x 20142014 ge pintaron
de negro muchos cuadritos, iniciando con el de la esquina inferior izquierda,
bajo las siguientes reglas: se pintan de negro todos los cuadritos del nivel,
gque compartan solo una esquina con solo un cuadrito negro del nivel inferior
y que no toquen el borde izquierdo de la cuadricula. En la figura se muestra
la esquina inferior izquierda de la cuadricula por donde se inici6 el proceso.

¢ En qué nivel esta el cuadrito negro nimero 2014 de la columna D?
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1.5. 28a. oMM primer examen selectivo

El primer examen selectivo de la 28a. Olimpiada Mexicana de Matematicas
en el estado de Veracruz se realizé el 6 de septiembre de 2014 en la Facultad
de Matematicas de la Universidad Veracruzana, en la ciudad de Xalapa, Ver.
Este examen formé parte de la evaluacion para seleccionar a los estudiantes
que conformaron la delegacion que representd al estado de Veracruz en el
concurso nacional de la 28a. OMM.

Problema 17. Determina cual nimero es mayor 20142%14 o bien 20152013,

Problema 18. Decimos que un nimero entero positivo n es sieteable si cum-
ple alguna de las siguientes opciones:

1. El nGmero n es divisible por 7.

2. Si el nimero no es divisible por 7 se le agrega al final el digito que es el
residuo de n al dividir entre 7 y vemos si es divisible por 7, si no entonces
se repite la operacion hasta llegar a un mdltiplo de 7.

Determina cudles de los siguientes nimeros son sieteables:
1,2,...,2014.

Problema 19. Consideremos un heptagono regular ABCDEFG y dos cir-
cunferencias de radios distintos C; (que pasa por los puntos Ay G) y Cs (que
pasa por los puntos By C). Si Wy X son las intersecciones de EG y FG con
C;, respectivamente, a la vez que Y y Z son las intersecciones de GC' y FC
con C,, respectivamente, demuestra que AX - BZ = AW - BY.
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Problema 20. En un poligono regular de 2014 lados cada diagonal se pinta
usando uno de n colores de manera que no hay dos diagonales del mismo
color que se cruzan en el interior del poligono. ¢Cual es el menor valor de n
para el cual es posible hacer esto?

1.6. 28a. oMM segundo examen selectivo

El segundo examen selectivo de la 28a. Olimpiada Mexicana de Matematicas
en el estado de Veracruz se realizd los dias 3 y 4 de octubre de 2014 en
la Facultad de Matematicas de la Universidad Veracruzana, en la ciudad de
Xalapa, Ver. Se utilizd, como parte de la Gltima evaluacion para seleccionar a
los estudiantes que conformaron la delegacion que represent6 al estado de
Veracruz en el concurso nacional de la 28a. OMM.

1.6.1. Primer dia

Problema 21. El entero positivo n y el primo p cumplen que p no divide a (3n)!
pero si divide a

Bn+ 1!+ Bn+2)L
Muestra que 3 divide a p — 1.

Problema 22. Sean AABC un triangulo acutanguloy D, E y F los respec-
tivos pies de las alturas en A, By C. Sean D', E' y F’ puntos sobre los
segmentos BC, CA 'y AB, respectivamente, tales que BD = D'C,CE = E'A
y AF = F’B. Prueba que las perpendiculares a BC en D', aCAen E' y a
AB en F’ son concurrentes.

Problema 23. Un triangulo equilatero de lado 7 se divide en triangulos equilate-
ros de lado 1 (como en la figura). Se pintan todos los vértices de los triangulos
usando los colores rojo, verde y azul, de manera que cada triangulito de lado 1
tiene un vértice de cada color. Prueba que si se eligen segmentos (de lado 1)
de modo que cada vértice pertenece a exactamente un segmento, entonces
el nimero de segmentos elegidos que van de un vértice rojo a uno azul es el
mismo que el nimero de segmentos que van de un vértice rojo a uno verde.
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1.6.2. Segundo dia

Problema 24. Prueba que si a, b, cy d son nUmeros reales positivos, entonces
402 + 2b* + & + d® > Sabed.

Problema 25. Los vértices de un poligono regular de 160 lados estan nu-
merados en el sentido de las manecillas del reloj del 1 al 160. En un juego,
Manuel debe escoger un vértice y ponerle una marca. Después seguira mar-
cando algunos vértices de acuerdo a la siguiente regla: cada vez que marque
un vértice con nimero par girara en el sentido de las manecillas del reloj el
mismo numero de vértices que indique el vértice que acaba de marcar (por
ejemplo, si escoge el vértice 42 marcara este, luego el 84, luego el 8, etc.).
En caso de que en algin momento marque un vértice con un nimero impar,
entonces hara lo mismo que con el par pero en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj. IrA marcando vértices hasta que llegue a un vértice ya
marcado y ahi termina su juego. ¢ Cual es el maximo nimero de vértices que
puede marcar?

Problema 26. Considera un cuadrilatero ciclico ABCD, tal que las cuerdas
AD 'y BC son paralelas, AD < BC'y el centro O del circuncirculo de ABC D
queda en el exterior del cuadrilatero. Sean E la interseccion de las rectas AB
y CD, F el pie de la altura de AEBO en E y G la interseccién de EF con
BC. Demuestra que AGOCE es ciclico.






Capitulo 2

Problemas de entrenamiento

Problema 1. (Problema 3 del Examen Estatal de la 2a. oMM Veracruz de
1988) Un faro emite tres colores distintos:

= Rojo cada 16 segundos.
= Verde cada 45 segundos.
= Blanco cada 2 minutos 20 segundos.

Los tres colores se emiten simultdneamente a media noche, es decir, a las
cero horas. Indica los instantes del dia en que:

1. Se emiten simultaneamente rojo y verde.
2. Se emiten simultdneamente rojo y blanco.
3. Se emiten simultdneamente verde y blanco.

4. Se emiten simultdneamente los tres colores.

Problema 2. (Problema 1 del Examen Estatal de la 4a. oMM Veracruz de
1990) Una clase tiene 25 pupitres arreglados en un cuadrado de 5 x 5. La
maestra quiere cambiar el orden en que estan sentados sus alumnos movien-
do a cada estudiante a un pupitre adyacente (uno adelante, uno atras, uno a
la derecha o uno a la izquierda). Si es posible, explica como hacerlo. Si no es
posible, da la razén por la que no se puede hacer.

Problema 3. (Problema 1 del Examen Estatal de la 2a. oMM Veracruz de
1988) Sean AABC un triangulo cualquiera, en donde D y F son puntos sobre
AB, tales que AD = DBy DF = FB;ademas, E y G son puntos sobre AC,
tales que AE = EC y EG = GC. Encuentra la razén de las areas de los
trapecios EDFGy EDBC.

Problema 4. (Problema A del Examen Estatal de la 23a. oMM Veracruz de
2009) Demuestra que la suma

299 + 2999 + 29999 + - - - + 29999999999999

(donde el dltimo numero tiene 13 nueves) es divisible entre 12.

13



14 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE ENTRENAMIENTO

Problema 5. (Problema 2 del Examen Estatal de la 4a. oMM Veracruz de
1990) Sean A ABC un triangulo equilatero inscrito en un circulo, B’y C’ los
puntos medios de los lados C A y BA, respectivamente, y D una interseccion
de la recta B’C’ con el circulo. Demuestra que % es la razén aurea, esto
es:

B'C" 1++5

C'D 2
Problema 6. Prueba las siguientes afirmaciones:

1. En un triangulo acutangulo, el cuadrado de un lado es igual a la suma
de los cuadrados de los otros dos menos el doble producto de uno de
ellos por la proyeccién del otro sobre él.

2. En un tridngulo obtusangulo, el cuadrado del lado opuesto al angulo
obtuso es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos mas el
doble producto de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre él.

Problema 7. (Problema 1 del Examen Estatal de la 6a.0MM Veracruz de 1992)
Demuestra que de la igualdad

a® +b? + ¢* = be + ac + ab,

en donde a, b y c son nimeros reales, se deduce que a = b = c.

Problema 8. (Problema F del Examen Estatal de la 24a. oMM Veracruz de
2010) La figura representa una telarana en la que cada segmento mide 1. La
arafia se encuentra en el centro y quiere llegar a la orilla caminando por los
lados de los triangulos y usando solo 4 segmentos en total. ; Cuantos caminos
distintos puede seguir?

QLRI

Problema 9. (Problema B del Examen Estatal de la 24a. oMM Veracruz de
2010) Un par ordenado de numeros de dos digitos (ab, cd) se llama “cente-
nario” si (10a + b) 4+ (¢ + d) = (10c + d) + (a + b) = 100. ¢Cuantos pares
“centenario” hay?

Problema 10. (Problema 3 del Examen Estatal de la 3a. oMM Veracruz de
1989) Demuestra que las expresiones

224+3y Yy 9z + 5y

son divisibles por 17 para el mismo conjunto de valores x y y.
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Problema 11. (Problema 4 del Examen Estatal de la 3a. oMM Veracruz de
1989) Considera una descomposicién de un tablero de ajedrez en p rectangu-
los que no se traslapan y que cumplan las siguientes condiciones:

1. Todo rectangulo tiene igual nimero de cuadrados blancos que de ne-
gros.

2. Todos los rectangulos tienen diferente niumero de cuadrados.
¢ Cual es la maxima p para la cual es posible esto?

Problema 12. (Problema 4 del Examen Estatal de la 5a. oMM Veracruz de
1991) Se ha elaborado un programa para que la computadora ordene alfabéti-
camente en una lista todas las posibles palabras (aunque no sean pronuncia-
bles, ni tengan significado) de siete letras que puedan formarse con las letras
A, C, E, I, N, O, U, de tal manera que ninguna letra se repita en una misma
palabra. Por ejemplo, la palabra TANOECU debe incluirse en la lista, pero
no asi la palabra EN ACIOA, ya que aunque consta de siete letras del grupo
requerido, en ella se repite la letra A. Asi, pues, la computadora escribira en el
lugar 1 de la lista la palabra ACEINOU, en el lugar 2 la palabra ACEINUO,
en el 3 la palabra ACEIONU, en el 4 ACEIOUN, enel 5 ACEIUNO, en
el 6 ACEIUON, enel 7 ACENIOU, etc. 4Qué palabra escribird en el lugar
19917

Problema 13. (Problema C del Examen Estatal de la 12a. oMM Veracruz de
1998) Supongamos que queremos formar 5 pilas de cajas con las siguientes
condiciones: cada pila debe tener entre una y cinco cajas, ademas, cada pila
no puede tener mas cajas que la pila de su izquierda. ¢De cuantas formas
podemos hacer esto?

Problema 14. (Problema B del Examen Estatal de la 23a. OMM Veracruz de
2009) Un namero capicla es aquel que se lee igual de izquierda a derecha
qgue de derecha a izquierda (por ejemplo 77, 12421, etc...). Si escribimos de
manera consecutiva todos los nimeros capicta

123456789112233 ...
¢cudl es el digito en la posicion 20097

Problema 15. (Problema 2 del examen selectivo de la 19a. oMM Veracruz de
2005) Sean a, by c enteros positivos tales que

a+b_b—|—c a+c
be  ac ab

Prueba que a = b = c.

Problema 16. (Problema 3 del Examen Estatal de la 1a. oMM Veracruz de
1987) Se tiene un tablero parecido al de ajedrez, pero de 15 x 15 en lugar de
8 x 8. Supongamos que los puntos que son esquinas de los cuadritos estan
coloreados de rojo, blanco o azul (tenemos entonces 16 x 16 = 256 puntos
coloreados). Prueba que existe un rectangulo con dos lados verticales y dos
horizontales, cuyos vértices son cuatro puntos del mismo color.
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Problema 17. Por los vértices B, C y D de un cuadrado ABCD se trazan
rectas paralelas, como en la figura, de tal manera que la recta que pasa por
C' se encuentra a una distancia de 3 de la recta que pasa por By de 4 de la
que pasa por D. Determina el valor de AC.

Problema 18. (Problema 28 del Examen Canguro de 2006) ¢ Cuanto vale a—b
sia=1242243%+...4+20142y b = (1x3)+(2x4)+(3x5)+- - -+(2012x2014)?

Problema 19. Sobre los catetos AC'y BC del triangulo rectangulo AABC se
construyen exteriormente los cuadrados AKLC y BMNC. Sean Py @ los
pies de las perpendiculares a AB trazadas desde K y M, respectivamente.
Prueba que K P+ MQ = AB.

Problema 20. (Problema 5 del Quinto Examen Estatal de la 18a. oMM San
Luis Potosi de 2004) Sean C; y C, circunferencias exteriores de centros O; y
O, respectivamente. Se trazan por O; las dos tangentes a la circunferencia
Cs2, que intersecan a C; en Py P/, y se trazan por O, las dos tangentes a la
circunferencia Cy, que intersecan a C; en Q y Q’. Demuestra que PP’ = QQ'.

Problema 21. (Problema 1 del Examen Estatal de la 5a. oMM Veracruz de
1991) A un dado de madera de forma perfectamente clbica y de n centime-
tros de arista se le practican tres orificios mutuamente perpendiculares que
lo atraviesan completamente de lado a lado, siendo cada orificio de seccién
cuadrada, esto es, en forma de un prisma cuadrado con caras paralelas a las
caras del cubo.

Los extremos de estos tres orificios o tlineles que atraviesan el cubo son
seis cuadrados iguales, cada uno sobre una de las distintas caras del cubo,
con lados paralelos a las aristas del mismo y con el mismo centro con la
cara correspondiente, como se muestra en la figura. Cada uno de estos seis
cuadrados mide m centimetros de lado.

Encuentra el area y el volumen del sélido tridimensional que resulta.
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Observacion. Aqui el “area” no significa solo el area externa al cubo original,
sino la superficie total de contacto entre el aire y la madera del dado perforado.

Problema 22. Sea A ABC un triangulo tal que £ BAC = 70°y {BCA = 35°.
Si D es un punto en la bisectriz de £ BAC tal que BC' = 2AD, determina el
valor de £{DBC.

Problema 23. (Problema A del Examen Estatal de la 15a. oMM Veracruz de
2001) Encuentra todos los numeros menores que 1000 que son iguales al
triple de la suma de sus cifras.

Problema 24. (Problema 3 del Examen Final de la Categoria B, de las XXX
Olimpiadas Portuguesas de Matematicas de 2012) Helena y Luis jugaran un
partido con dos bolsas de canicas. Ellos juegan alternadamente y cada jugada
consiste de alguno en los siguientes movimientos:

m Retirar una canica de una de las bolsas.
m Retirar una canica de ambas bolsas.
= Mover una canica de una bolsa a otra.

Gana quien deja ambas bolsas vacias.

Antes de comenzar a jugar, Helena conté las canicas de cada bolsa y le
dijo a Luis: “puedes comenzar t0”, mientras piensa: “si él comienza seguro
voy a ganar”.

¢ De qué manera podrian estar las canicas distribuidas en las bolsas para
gue lo que piensa Helena sea cierto?

Problema 25. (Problema D del Examen Estatal de la 14a. oMM Veracruz de
2000) Dados tres numeros enteros positivos se pueden realizar seis diferentes
cocientes con ellos. Encuentra todas las ternas de nimeros enteros positivos
consecutivos, tales que la suma de los seis posibles cocientes sea un entero.

Problema 26. (Modificacion del Problema 4 de la xxxvi1 Olimpiada Matemati-
ca Espanola Fase Nacional 2001) Los nimeros enteros del 1 al 9 fueron dis-
tribuidos en las casillas de una tabla de 3 x 3. Después se sumaron seis
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nameros de tres digitos: los tres que se leen en las tres filas de izquierda a
derechay los tres que se leen en las columnas de arriba a abajo. ¢ Hay alguna
distribucion para la cual el valor de esta suma sea 20147

Problema 27. (Problema 2 del Examen Final de la Categoria B de las XXX
Olimpiadas Portuguesas de Matematicas de 2012) Considera un triangulo
ANABC y D un punto en el segmento BC, de tal forma que AD es la bi-
sectriz de L BAC y AACD es isosceles con AD = DC. ;Cuél es el menor
perimetro que puede tener AABC, considerando que las longitudes de los
lados de los triangulos AABC y AACD son nimeros enteros?

Problema 28. (Problema 4 de la Segunda Fase Nivel 3-A de la Olimpiada
Brasileha de Matematicas de 2012) Los dos menores nimeros primos de la
forman?+5son 62+5 = 41y 122 +5 = 149. 4 Cual es el tercer menor nimero
primo de esa forma?

Problema 29. (Problema 3 de la Segunda Fase Nivel 3-B de la Olimpiada Bra-
silefia de Matematicas de 2012) Sean ABC'D un cuadrado, E el punto medio
del lado BC y F el punto medio del lado C'D. Se construyen los triangulos
equilateros AABG y ABEH de forma que G esté en el interior del cuadrado
y H en el exterior. Determina el angulo agudo entre las rectas BF y GH.

Problema 30. Supongamos que tres circunferencias se intersecan en dos
puntos A y B. Una recta que pasa por A corta a las circunferencias en los
puntos D, E'y F. Sean {p, {g y {r las rectas tangentes en los puntos D, E'y
F, respectivamente. Si /p y (g se cortanen P, g y {r se cortanen Q, {r y
£p se cortan en R, demuestra que PBQR es un cuadrilatero ciclico.

Problema 31. (Problema C del examen selectivo de la 20a. oMM Veracruz de
2006) Considera los coeficientes binomiales

(i)

con n < 30. 4, Cuantos de ellos son impares?

Problema 32. (Problema 6 del Examen Nacional de la 11a. oMM de 1997)
Prueba que el nimero 1 se puede escribir de una infinidad de maneras distin-
tas en la forma

1 1 1
l=c4+—+ -+ —,
5 al (7%
donde ny a, as, ..., a, son enteros positivos y 5 < a1 < az < -+ < an.

Problema 33. Demuestra que 2 + 4 + - - - + 2010 es divisor de
92011 | 42011 4 4 90102011,

Problema 34. La suma de cuadriculas del mismo tamarno, con humeros es-
critos en sus casillas, se efectua casilla por casilla, por ejemplo:
112 110 210 4|2

514l [ol1 3701615
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Dado un entero positivo n, diremos que una cuadricula es n-balanceada si tie-
ne numeros enteros escritos en sus casillas y si la diferencia entre los nime-
ros, escritos en cualesquiera dos casillas que comparten un lado, es menor o
igual que n.

1. Muestra que toda cuadricula 2n-balanceada (de cualquier tamano) se
puede escribir como suma de 2 cuadriculas n-balanceadas.

2. Muestra que toda cuadricula 3n-balanceada (de cualquier tamano) se
puede escribir como suma de 3 cuadriculas n-balanceadas.

Problema 35. En un triangulo AABC se tiene que {ABC = LACB = 80°.
Sea P un punto en el segmento AB tal que £ BPC = 30°. Demuestra que
AP = BC.

Problema 36. (Problema 3 de 35a. Olimpiada Matematica Espanola Fase
Nacional 1999) Sobre un tablero en forma de triangulo equilatero, como el
que se indica en la figura, se juega un solitario. Sobre cada casilla se coloca
una ficha. Cada una es blanca por un lado y negra por el otro. Inicialmente,
solo una ficha, que esta situada en un vértice, tiene la cara negra hacia arriba;
el resto tiene la cara blanca hacia arriba. En cada movimiento se retira solo
una ficha negra del tablero y se da la vuelta a cada una de las demas que
ocupan una casilla vecina (casillas vecinas son las que estan unidas por un
segmento).

Determina si después de varios movimientos es posible quitar todas las
fichas del tablero.

Problema 37. (Problema del Concurso Nacional de la Olimpiada de Ma-
tematicas de Colombia de 1997) Considera una cuadricula de m por n y tres
colores distintos. Se desea colorear cada segmento de la cuadricula con al-
guno de los tres colores de modo que cada cuadro de 1 x 1 tiene dos lados
de un color y dos lados de un segundo color. ;De cuantas maneras es esto
posible?

Problema 38. Considera el conjunto de nimeros {1,2,3,..., 99,100}.

1. Si se escogen 51 de ellos, muestra que hay dos que no tienen ningin
divisor primo comun.

2. Si se escogen 51 de ellos, muestra que hay dos, tales que uno divide al
otro.
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Problema 39. En el tridngulo AABC, la bisectriz interior del dngulo £ A y la
mediana trazada a partir de A cortan a BC en dos puntos distintos D y E,
respectivamente. Sea M el punto de interseccion de AFE y la perpendicular a
AD trazada a partir de B. Prueba que ABy DM son paralelas.

Problema 40. (Problema de la Competencia Matematica Austriaco-Polaca de
1996) Se nos ha dado una coleccién de ladrillos rectangulares, ninguno de
los cuales es un cubo. Las longitudes de los bordes son niumeros enteros.
Para cada terna de enteros positivos (a, b, ¢) hay un suministro suficiente de
ladrillos @ x b x ¢. Supongamos que los ladrillos llenan completamente una
cajade 10 x 10 x 10.

1. Supongamos que se han utilizado al menos 100 ladrillos. Demuestra que
existen al menos dos ladrillos paralelos, esto es, si AB es un borde de
uno de los ladrillos, A’B’ es un borde de otro y AB es paralelo a A'B’,
entonces AB = A’'B’.

2. Demuestra la misma afirmacion con 100 reemplazado por un nimero
menor.

Problema 41. Sea A ABC un triangulo acutangulo. Las bisectrices de L ABC
y £ AC B cortan a una circunferencia S que pasa por By C en los puntos M y
N, respectivamente. La recta M N cortaa AB en Py a AC en Q. Demuestra
que la circunferencia inscrita a AABC es tangente a ABen Py a AC en Q
siy solo si BC es diametro.

Problema 42. Demuestra que existe un entero positivo n tal que

(m_m)mmz\/__m.

Problema 43. Sea A ABC un triangulo cuyo lado mas pequeio es BC. Sean
P un punto de AB tal que L PCB = £BAC' y @ un punto sobre AC tal que
£QBC = £BAC. Demuestra que la recta que pasa a través de los centros
de los circuncirculos de AABC'y AAPQ es perpendicular a BC.

Problema 44. (Problema 3 del Concurso Nacional de la Olimpiada de Ma-
tematicas de Canadéa de 1997) Demuestra que
1 < l § § 1997 < i
1999 2 4 6 1998 44
Problema 45.

1. Sea X # A el punto de interseccién de la bisectriz de < BAC con el
circuncirculo de AABC. Considera I un punto en AX. Demuestra que
I eselincentrode AABC siysolosi XI =XB=XC.

2. (Problema 3 de la Olimpiada Australiana de Matematicas de 1982) Sea I
el incentro de AABC. Si Al, BI y C1I se intersecan con el circuncirculo
de AABC enlos puntos P, Q y R, respectivamente, demuestra que

AP +BQ+CR > AB+ BC + CA.
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Problema 46. Demuestra que para cada entero n > 0, el nimero 77" es el
producto de al menos 2n 4+ 3 nUmeros primos no necesariamente distintos.

Problema 47. (Problema 1 de la xI Olimpiada Iberoamericana de Matemati-
cas de 1996) Sea n un numero natural. Un cubo de longitud lateral » puede
ser dividido en 1996 cubos, cuyas longitudes laterales tambien son niumeros
naturales. Determina el menor valor posible para n.

Problema 48. (Problema 8.1 del Torneo de Matematicas de Primavera de
Bulgaria de 1997) Encuentra todos los valores reales de m que hacen que la
ecuacion

[ — 2mz — 4(m? +1)] [2? — 42z —2m(m* +1)] =0
tenga exactamente tres raices diferentes.

Problema 49. Una cuadricula rectangular es coloreada como un tablero de
ajedrez donde cada casilla contiene un nimero entero. Se sabe que la suma
de los nimeros en cada fila y la suma de los nimeros en cada columna es
par. Demuestra que la suma de todos los nimeros en las casillas negras es
par.

Problema 50. Sea AABC un triangulo acutangulo y sea T un punto en su
interior tal que LATB = ABTC = {CTA. Sean M, N y P las proyeccio-
nes de T sobre BC, AC'y AB, respectivamente. El circuncirculo de AM NP
interseca a BC, AC'y AB por segunda vez en los puntos M’, N’y P’, res-
pectivamente. Demuestra que AM’N’P’ es equilatero.

Problema 51. Encuentra todas las ternas ordenadas (z, y, z) que satisfacen
las siguientes ecuaciones:

r+y+z = 17,
zy+yz+axz = 94,
ryz = 168.

Problema 52. Sean C; y C> circunferencias concéntricas, con C» en el interior
de C;. Desde un punto A sobre C; se traza una tangente AB a Cy (con B
en C;). Sean C el segundo punto de interseccion de AB con C; y D el punto
medio de AB. Una linea que pasa por A interseca a C; en E y F, de tal
manera que las mediatrices de DE y C'F se cortan en un punto M, en la

recta AB. Encuentra el valor de la razén £22.






Capitulo 3

28a. oMM Concurso Nacional

El Concurso Nacional de la 28a. Olimpiada Mexicana de Matematicas se reali-
z6 en la ciudad de Toluca, Estado de México, del 9 al 14 de noviembre de
2014. La Delegacion del Estado de Veracruz estuvo conformada por:

m Mariola Camacho Lie (medalla de bronce), de la Escuela Secundaria
Técnica Liceo Dr. John J. Sparks (DGES), de Coatzacoalcos, Ver.

= Maria de Jesus Garcia Santiago, de la Escuela Profr. German Mercado
Cardoza (COBAEV), de Nanchital, Ver.

m Aldo Mateos Cruz (medalla de bronce), de la Escuela Profr. Octaviano
Corro Ramos (COBAEV), de Minatitlan, Ver.

= JesUs Enrique Lindbergh Aguilar Hernandez (medalla de plata), de la
Escuela Profr. Octaviano Corro Ramos (COBAEV), de Minatitlan, Ver.

= Emmanuel Antonio Cuevas (mencién honorifica), del Bachillerato Tec-
nolégico John J. Sparks (DGETI), de Coatzacoalcos, Ver.

= José Manuel Monterrosas Romero (medalla de bronce), del Colegio
Buckingham (UNAM), de Coatzacoalcos, Ver.

Mariola Camacho qued6 preseleccionada para la IMC (International Mathe-
matics Competition) para alumnos de secundaria, que se celebré del 23 al
28 de julio de 2015 en Changchun, China. Ademas, la Delegacion Veracruz
obtuvo el tercer lugar en la Copa Superacion.

3.1. Primer dia

Problema 1. Cada uno de los nimeros de 1 al 4027 se ha coloreado de verde
o de rojo. Cambiar el color de un nimero es pasarlo a verde si era rojo, y
pasarlo a rojo si era verde. Diremos que dos enteros positivos m y n son
cuates si alguno de los nimeros ™ o I es primo. Un paso consiste en elegir
dos numeros que sean cuates y cambiar el color de cada uno de los nimeros.

23
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Muestra que después de realizar algunos de los pasos es posible hacer que
todos los nimeros de 1 al 2014 sean verdes.

Problema 2. Un entero positivo a se reduce a un entero positivo b si al dividir
a entre sus digitos de las unidades se obtiene b. Por ejemplo, 2015 se reduce
a % = 403. Encuentra todos los enteros positivos que, mediante algunas
reducciones, llegan al niumero 1. Por ejemplo, el nimero 12 es uno de tales
enteros, pues 12 se reduce a 6 y 6 se reduce a 1.

Problema 3. Sean I'; una circunferencia y P un punto fuera de T';. Las tan-
gentes desde P aI'; tocan a la circunferencia en los puntos Ay B. Considera
M el punto medio del segmento PA y I'; la circunferencia que pasa por los
puntos P, Ay B. Larecta BM interseca de nuevo a I'; en el punto C, la rec-
ta C'A interseca de nuevo a I'; en el punto D, el segmento DB interseca de
nuevo a I'; en el punto F y la recta PFE interseca a I'; en el punto F' (con E
entre Py F).
Muestra que las rectas AF, BP y CE concurren.

3.2. Segundo dia

Problema 4. Sea ABCD un rectangulo con diagonales AC'y BD. Sean F el
punto de interseccién de la bisectriz del &ngulo £C AD con el segmento CD,
F el punto sobre el segmento CD tal que E es punto medio de DF y G el
punto sobre la recta BC tal que BG = AC (con C entre By G). Muestra que
la circunferencia que pasa por D, F'y G es tangente a BG.

Problema 5. Sean a, by ¢ nUmeros reales positivos tales que a + b + ¢ = 3.
Muestra que

a? b2 2

+ + >
a+Vbe b+ ca ¢4 Vab

y determina cuando se da la igualdad.

3
9’

Problema 6. Para cada entero positivo n, sea d(n) la cantidad de divisores
positivos de n. Por ejemplo, los divisores de 6 son 1, 2, 3 y 6, por lo que
d(6) = 4. Encuentra todos los enteros positivos n tales que

n+d(n) = d(n)>.



Capitulo 4

Soluciones de los examenes
de concursos en Veracruz

4.1. 19a. OVMAES Etapa Sector

Problema 1. Isabel invitd a 17 amigos a su fiesta de cumpleanos. Jugando
asigné a cada invitado un nimero del 2 al 18, reservando el nimero 1 para
ella. Cuando todos estaban bailando se dio cuenta de que la suma de los
nimeros de cada pareja era un cuadrado perfecto. ¢ Cudl es el nimero del
invitado con quien baila Isabel?

Solucidén

Primero, es necesario considerar que en la serie comprendida del nimero 1 al
18 los cuadrados perfectos al sumar 2 nimeros son 4,9, 16 y 25. Descartemos
las parejas con invitados numero 16,17 y 18, pues solo pueden sumar 25
bailando con los invitados nimero 9,8 y 7, respectivamente.

Como el invitado numero 7 ya tiene pareja, el invitado numero 2 solo puede
estar bailando con el invitado nimero 14. De igual manera, el invitado nimero
11 solo puede estar bailando con el nimero 5, puesto que el nimero 14 ya
tiene pareja. Luego, al ya tener pareja el invitado ndmero 5, el invitado nimero
4 solo puede estar bailando con el nimero 12, y como el invitado numero 12
también tiene pareja, el invitado nimero 13 solo puede estar bailando con el
namero 3.

Finalmente quedan Isabel (nimero 1) y los invitados con nimero 6,10 y
15. Isabel tiene que bailar con el invitado nimero 15, puesto que con alguien
distinto sumaria 7y 11.

Problema 2. En un supermercado existen tres marcas de tomate en bote.
Los botes de la marca azul cuestan 50 % mas que los de la marca verde, sin
embargo contienen 10 % menos de tomate que los de la marca roja. Los botes
de la marca roja pesan 50 % mas que los de la marca verde y cuestan 25 %
mas que los de la marca azul. ;Qué marca es mas barata y cual mas cara?
¢ Cual marca conviene comprar?

25
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Solucidén

Sean A4,,V, y R, los precios de los botes de las marcas azul, verde y roja,
respectivamente, y A., V. y R. el contenido de los botes de las marcas azul,
verde y roja, respectivamente. Sabemos que

A, = 1.5V,

puesto que los botes de la marca azul cuestan un 50 % mas que los de la
marca verde, y
R, = 1.254,,

puesto que los botes de la marca roja cuestan un 25 % mas que los de la
marca azul. Luego,
R, = 1.875V,.

Asi, podemos decir que la marca mas barata es la verde.

Ahora consideraremos cual marca conviene comprar de acuerdo a su pre-
cio y contenido. Sabemos que A. = 0.9R,, puesto que los botes de la marca
azul contienen un 10 % mas que los de la marca roja, y que R. = 1.5V,, pues-
to que los botes de la marca roja pesan 50 % mas que los de la marca verde.
Luego, A. = 1.35V...

A continuacion, necesitamos calcular la relacion que existe entre el conte-
nido y el costo de cada bote para cada marca. De la marca azul tenemos

Ao 135V, Ve
A, 15V, TV,

Es decir, por unidad de costo de la marca azul obtenemos 0.9 unidades de
contenido de la marca verde. De la marca roja tenemos
R. 15V, 0 8V°
R, 1.875V, Vp
Es decir, por unidad de costo de la marca roja obtenemos 0.8 unidades de
contenido de la marca verde.
Dado que de la marca verde tenemos % = % entonces por cada unidad
P p
de costo de la marca verde obtenemos una unidad de contenido de la marca
verde.
De esta manera concluimos que la marca verde es la que mas conviene
comprar.

Problema 3. Si sigues construyendo el triangulo de nimeros, ¢cual es el
ultimo nimero de la fila 20147
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Solucion 1
Como nos interesa encontrar el Gltimo namero de la fila 2014, entonces basta
analizar los numeros de la dltima fila del triangulo. Observemos que 1 = 1 +
2(0),5=1+2(2), 11 =1+2(2+3),19=1+2(2+ 3 + 4), etcétera.

Asi, el nimero buscado es

2014)(201
1+2(2+3+4+-~-+2014):1+2<w_1> = 4058209.

Solucién 2

Observemos que la primera fila de la piramide tiene un solo nimero, la segun-
da fila tiene dos, la tercera tiene tres y asi, sucesivamente. Entonces, la fila
ndmero 2014 tendra 2014 nimeros. Luego, la cantidad de nimeros que tenga
la piramide total (hasta la fila 2014) sera

(2014)(2015)

14+243+---+2014 = = 2029105.

Notemos también que la pirdmide esta compuesta por los primeros nimeros
impares, es decir, nimeros de la forma 2n — 1 donde n es la posicién que
toman en la piramide contando de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.
Asi, el nimero que estamos buscando esta en la posicion 2029105 y, por lo
tanto, es

2(2029105) — 1 = 4058209.

Problema 4. En la figura se muestran cuatro circulos de radio 1 dentro de uno
mas grande. ¢, Cual es el area de la figura sombreada?

Solucién
Como los radios de los circulos internos forman un cuadrado, la medida de
cada lado es 2 y su diagonal permite calcular el diametro del circulo grande.

Ve

<=
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De esta manera, el diametro del circulo grande esta dado por

V24224141 =2V2+2.

Por lo tanto, su radio es v/2 + 1. Asi, el area del circulo grande es (v/2 + 1)2r.

Al restar al area del circulo grande el area del cuadrado y el area de tres
circulos internos, se obtiene el area de las cuatro partes que se forman en los
arcos la cual es (v/2 + 1)?1 — 37 — 4.

El area sombreada es el area del circulo pequefo mas la cuarta parte del
area obtenida anteriormente,

(V2+1)%nr — 37 — 4
1 .

T+

Por lo tanto, el area de la figura sombreada es %w —1.

4.2. 19a. ovMAES Etapa Regional

Problema 5. En el mundial de futbol participan 64 equipos divididos en 16
grupos; los equipos de cada grupo juegan un partido entre si. Los mejores dos
equipos de cada grupo clasifican a los dieciseisavos de final, donde juegan un
partido de eliminacion directa hasta que solo quedan 4 equipos en semifinal;
los ganadores de los partidos de semifinal juegan el partido en la categoria
final y los perdedores se disputan el tercer lugar. ¢ Cuantos partidos se juegan
en total?

Solucidén
Como de un total de 64 equipos se forman 16 grupos, entonces cada grupo
tiene 4 equipos. En cada grupo todos juegan entre si una sola vez, por lo que
hay (;‘) = 6 partidos en cada grupo. Luego, hay (16)(6) = 96 partidos iniciales.
Al clasificar dos equipos de cada grupo, quedan 2(16) = 32 equipos. En
dieciseisavos de final hay 32 = 16 partidos y como es eliminacion directa
quedan 16 equipos. En los octavos de final hay i = 8 partidos y quedan 8
equipos. En los cuartos de final hay § = 4 partidos y quedan 4 equipos. En la
semifinal hay % = 2 partidos y quedan dos equipos. A todos estos partidos hay
gue sumarles dos mas por la final y el partido por el tercer lugar. Finalmente,
la cantidad de partidos jugados es

964+ 16 +8+4+2+4+2=128.

Problema 6. ;Cual es el diametro del siguiente circulo, si se sabe que AC =
24 emy BC = BA =20 cm?
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Solucidén

Sea P la interseccion de la bisectriz de £{CBA con AC. Como AABC es
isésceles con AB = BC, entonces BP también es mediatriz de AC, por lo
que el circuncentro de AABC esta sobre BPy {CPB = {APB = 90°. Por
el Teorema de Pitagoras aplicado a ACBP tenemos que PB = 16.

(o]

A

Sea @ la interseccién de BP con el circuncirculo de AABC'. Entonces BQ es
diametro, por lo que £QC B = 90°. Asi, por el criterio AA, ACQB ~ APCBYy
APQC ~ ANCQB, de donde, por transitividad, APCB ~ APQC. Luego
PQ _ PC
PC  PB’
por lo que PQ = 9. Finalmente tenemos

BQ = BP+PQ =16+9 = 25.

Problema 7. En un cuadrado ABC D de lado igual a 1 se traza el segmento de
recta AC'y se une el vértice D con el punto medio M del lado BC. Cuél es la
razon entre las superficies del cuadrilatero ABM P con respecto al triangulo
ACDP?

M
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Solucion
Por ser opuestos por el vértice { DPA = £CPM. Por ser alternos internos
£ADAP = £LMCP. Por criterio AA tenemos que ADPA ~ AMPC, de donde
PA _PD _AD _,
PC PM CM
Sean h y s las alturas de AMPC y ADPA, trazadas desde P, respectiva-
mente. De esta manera s = 2h. Ademas

3h=2h+h=s+h=1

_ 1 Fj
por lo que i = 3. Finalmente,

(APMB) (AACB) — (APMC)

(ACPD) ~ (ACDA) — (ADAP)

Problema 8. Si se escriben todos los multiplos de 5 menores que 2014, ;cuan-
tos digitos 1 se usan?

Solucidén

Al considerar los multiplos de 5 menores que 1000, los que tienen dos digitos
1 solo son 110 y 115. Los que tienen un solo digito 1 pueden tenerlo en las
centenas o en la decenas. En ambos casos, el total de nUmeros con estas
caracteristicas es 1 x 9 x 2 = 18, ya que en el digito de las unidades debe ir 0,
o bien 5, dejandonos dos lugares libres para el digito 1, y en el lugar restante
puede ir cualquier otro digito distinto de 1. Por lo que, hasta el nimero 1000,
se han ultilizado 2 x 18 + 2 x 2 = 40 digitos 1.

Ahora, del 1000 al 2000 solo hay dos mudltiplos que tienen tres digitos 1:
el 1110 y el 1115. En cuanto a los que tienen dos digitos 1, uno debe ir en
las unidades de millar, el otro puede estar en las centenas o decenas, las
unidades deben ser 0 0 5 y la cifra restante puede ser cualquier otro digito
distinto de 1; por lo que hay 2 x 9 x 2 = 36 digitos 1. Finalmente, los que
tienen un solo digito 1 lo deben tener en las unidades de millar. En este caso,
tenemos 9 x 9 x 2 = 162 numeros. Asi, del 1000 al 2000 utilizamos 3 x 2 + 2 x
36 + 162 = 240 digitos 1.

Del 2000 al 2014 el unico multiplo de 5 que tiene digitos 1 es 2010.

Por lo tanto, en total se usan 40 + 240 + 1 = 281 digitos 1.

4.3. 19a. ovMAES Etapa Estatal Intermodalidades

Problema 9. Considera un triangulo cualquiera AABC'y puntos Dy FE en los
lados ABy BC, respectivamente, tales que DFE es paralelo a AC. Si BE = 5,
EC = 2y el &rea de ADBE es igual a 10, encuentra la altura de AABC
correspondiente a la base BC.
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Solucion
Sean h y k las alturas de los triangulos AABC y ADBE trazadas desde los
vértices A y D, respectivamente.

A

-

B E C

Como DE y AC son paralelos, por el criterio AA tenemos que AABC y

H h _ BC H.
ADBE son semejantes, por lo que se cumple 3 = £5, es decir:

_BC-k _(BE+EC)k Tk

h BE ) 5)

Sabemos que el area de ADBE es igual a 10, es decir:

_BE-k _ 5k

10 —
2 2’

de donde k = 4y, asi, sustituyendo en la primera expresion para h, obtenemos
que

28
==
Problema 10. Considera los vértices de dos hexagonos regulares colocados
paralelos a una distancia dada, de tal manera que formen un prisma hexa-
gonal. ¢ Cuantos rectangulos podemos formar seleccionando cuatro de esos
vértices?

h

Solucién

Basicamente podemos distinguir dos tipos de rectangulos. Por un lado, los
que tienen sus cuatro vértices en la misma base hexagonal del prisma, de los
cuales podemos encontrar 3 rectangulos en cada base, es decir, 6 rectangulos
en total. Por otro lado, distinguimos los que tienen solo dos vértices en una de
las bases hexagonales, estos a su vez se dividen en los siguientes grupos:

m Si los vértices son consecutivos, entonces podemos encontrar 6 rectan-
gulos verticales (cada una de las caras del prisma) y 6 rectangulos in-
clinados (los que forman dos vértices en una cara y sus opuestos en la
otra), es decir, 12 rectangulos en total.

m Si los vértices estan separados por un vértice, entonces por cada par
de vértices tenemos 1 rectangulo vertical (el que forman dos vértices en
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una cara con sus respectivos vértices en la otra) y 1 rectangulo inclinado
(el que forman dos vértices en una cara con sus vértices opuestos en la
otra); es decir, 2 rectangulos por cada pareja de vértices alternados. Co-
mo se tienen 6 parejas de vértices separados de esta manera, tenemos
en total 12 rectangulos en este caso.

= Si los vértices estan separados por dos vértices, entonces uno de los
lados del rectangulo corresponde con una de las diagonales de una ca-
ra. Asi, solo pueden formarse 3 rectangulos y son los que se configuran
con los vértices correspondientes en la cara opuesta.

Finalmente, el total de rectangulos que pueden formarse es

641241243 = 33.

Problema 11. Se construira una sucesion de numeros de la siguiente mane-
ra: los primeros cuatros son 2, 0, 1 y 4. Observemos que la suma de ellos
es 7. El quinto nimero se escoge de tal forma que la suma de él y los tres
anteriores es 8; el sexto nimero se escoge de tal forma que la suma de él y
los tres anteriores es 9, y, asi, sucesivamente. Es decir, cada nuevo nimero
incrementa en uno la suma de él y los tres anteriores. Determina cual es el
numero que esta en la posicion 2014.

Solucidén

Observamos que el quinto nimero de la sucesion equivale a sumar uno al
ndmero que se encuentra en la primera posicion, el sexto nimero equivale a
sumar uno al nimero que se encuentra en la segunda posicion y, asi, sucesi-
vamente; entonces, el noveno nimero de la sucesién sera una unidad mayor
gue el que esta en la quinta posicion y, en consecuencia, dos unidades mayor
que el que esta en la primera. De esta manera podemos agrupar la sucesion
en bloques de 4 de la siguiente forma:

U W N
W N = O
=W N =
EN o NG TN
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Ahora, como 2014 = (4)(504) + 2, entonces el nimero que esta en la posicion
2014 debera estar en la fila 504 del arreglo anterior y en la segunda colum-
na, es decir, en la columna cuyo nimero inicial es 0. Asi el numero que se
encuentra en la posicién 2014 es 503.

Problema 12. Carlos y Lorena van a jugar en un tablero en forma de cuadricu-
la de 5 x 5 cuadrados. Diremos que un cuadrado es “vecino” de otro si com-
parten uno de los lados (los cuadrados en posicion diagonal no son vecinos).
Los jugadores marcaran los cuadrados que elijan con la inicial de su nombre.
El juego se lleva a cabo por turnos y tiene las siguientes reglas:

= Eljugador en turno puede marcar uno o dos cuadrados vecinos entre si
y que no hayan sido marcados antes.

= No se pueden marcar cuadrados que sean vecinos de otro que tenga
una marca del jugador contrario.

= Un jugador pierde cuando ya no puede seguir marcando cuadrados.

Si se sabe que Carlos sera el primero en jugar, ¢cuél de los dos jugadores
puede garantizar siempre la victoria? y ¢ cual es la estrategia que debe seguir
dicho jugador?

Solucidén
Como Carlos empieza, él puede garantizar la victoria utilizando la siguiente
estrategia:

1. Como primera jugada marca el cuadro central.

2. A partir del segundo turno, a cada jugada que realice Lorena, escogien-
do uno o un par de cuadrados de acuerdo a las reglas, Carlos responde
marcando el cuadrado, o el par de cuadrados, simétricos respecto al
cuadrado central.

Como el tablero consta de 5 x 5 cuadrados, entonces hay un cuadrado central.
Y como la primera jugada de Carlos elimina el centro, entonces cada cuadra-
do va a tener su correspondiente simétrico. Para cada cuadrado que marque
Lorena existe (sin marcar) el cuadrado simétrico, por lo que puede ser escogi-
do por Carlos, esto mismo ocurre si ella elige un par de cuadrados. Lo anterior
se debe a que él, a partir de su segundo turno, solo marca los cuadrados en
respuesta simétrica a los que ella escoge. Este proceso agotara los cuadra-
dos disponibles y la Gltima jugada posible la habra hecho Carlos, derrotando
de esta forma a Lorena.

Un ejemplo de tablero final es el siguiente, en donde se siguid el proceso
descrito.
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4.4. 28a. oMM Estado de Veracruz

Problema 13. El lobo y Caperucita estan realizando un juego con divisores
de 2014. El lobo empieza con el numero 1 y Caperucita con el niUmero 2014.
Por turnos, cada jugador cambia su ndmero por otro divisor de 2014 mediante
la operacién de multiplicar o dividir por un nimero primo. El lobo ganarj el
juego si “alcanza” a Caperucita consiguiendo que sus numeros coincidan,
pero Caperucita ganara si consigue hacer 100 cambios de ndmero sin ser
alcanzada. Si el lobo es quien inicia el juego y cada jugador sigue la estrategia
gue mas le conviene, ¢quién gana?

Solucidén
La factorizacién en nimeros primos de 2014 es

2014 =2 x 19 x 53,
por lo que los divisores de 2014 son:
1, 2, 19, 38, 53, 106, 1007, 2014.

De esta forma, tanto el lobo como Caperucita solo pueden tener estos nime-
ros. Como ellos cambian los nimeros que tengan por el resultado de dividir
o multiplicar el nUmero actual por algun primo, entonces los Unicos cambios
gue se pueden hacer entre los nimeros estan representados por la siguiente
gréfica.

2014 106

1007 53

19 1

38 2

En este sentido, cambiar un nimero significa pasar de un vértice a otro a
través de la arista que los une, la cual representa la operacion de dividir
o multiplicar por un ndmero primo. Observemos que para que el resultado
también sea divisor de 2014, el primo no puede ser cualquiera sino divisor de
2014, es decir, debe ser 2, 19 0 53.

El juego empieza con el lobo en el vértice 2014 y con Caperucita en el 1.
Siempre es posible que Caperucita mantenga la estructura inicial, es decir,
encontrarse en esquinas opuestas, uno en el cuadrado exterior y el otro en
el cuadrado interior. Por lo que para cualquier cambio que haga el lobo, Ca-
perucita puede responder reestableciendo la estructura y manteniéndose a
tres aristas de distancia del lobo. Por lo que Caperucita sera la ganadora del
juego.
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Observemos que la grafica la podemos interpretar como un cubo. Solo
bastara que Caperucita se mantenga siempre en la esquina opuesta a donde
se encuentra el lobo respecto al centro del cubo.

Problema 14. Encuentra todos los niumeros de tres digitos n = abc de tal
forma que a, by c son digitos positivos distintos entre si, abc es multiplo de 2,
bea es multiplo de 3 y cab es multiplo de 5.

Solucion 1

Como cab es mdltiplo de 5y b > 0, entonces b = 5. Como abc es multiplo de
2 entonces c tiene que ser digito par, por lo que ¢ = 2,4,6,8. Notemos que
a + b+ c debe ser un mdltiplo de tres y ademas

3=14+14+1<a+b+c<9+9+9=27T.

Luego, dado que b = 5y a, by c son distintos, la menor suma que se puede
obtener es 1 + 5 + 2 = 8, por lo que se descartan 3 y 6. A continuacion, 9 se
descarta puesto que 9 = 2 + 5 + 2. Ademas, el mayor nimero que podemos
formar es 9+5+8 = 22, por lo que descartamos 24y 27,y como 21 = 8+5+38,
también se descarta. De esta manera a + b + ¢ solo puede ser 12, 15 o0 18, por
lo que a + ¢ = 7,10, 13y, asi, los nimeros que obtenemos son: n = 852, 354,
654, 954, 156, 456, 756, 258.

Solucion 2

Al igual que en la Solucién 1, inicialmente tenemos que b = 5, ¢ = 2,4,6,8
y a + b + ¢ debe ser multiplo de tres entre 3 y 27. De esta manera a + ¢ =
4,7,10,13,16,19. Asi, tenemos:

m Parac=2,a=2,58porlo que n =252, 552, 852.
m Parac=4,a=3,6,9porlo que n = 354, 654, 954.
m Parac=6,a=1,4,7por lo que n = 156, 456, 756.
m Parac=8,a=2,58porloquen =258, 558, 858.

Finalmente, descartando los nimeros que tienen digitos repetidos, obtene-
mos: n = 852, 354, 654, 954, 156, 456, 756, 258.

Problema 15. Considera un rectangulo ABCD donde los lados miden AB =
CD =6y BC = AD = 4. Si E es el punto medio de AB y F es un punto
entre Dy F tal que BF = 4, encuentra el area del triangulo ACDF'.

Solucion 1

Por el Teorema de Pitdgoras DE = v/ AD? + AE? = 5. Sean G el punto medio
de CD y H la interseccion de BG con C'F. Como los segmentos BE 'y DG
son paralelos y miden lo mismo, entonces BGDE es un paralelogramo, asi
DE'y BG son paralelos.
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Luego, por el Teorema de Thales, H es punto medio de CF'y como ABCF
es isosceles con BC' = BF, entonces BG y CF son perpendiculares. Por lo
tanto ACDF es un triangulo rectangulo con L{CFD = 90°.

Por otro lado, como AAED y AHC B son triangulos rectangulos y

LADE + £FDC 90°,
LHCB+ 4DCF = 90°,

entonces LADE = {DCF = LCBH. Por lo que AAED, AHCBYy AFDC
son semejantes, de donde

HC  BC
AE ~ DE’
pr._ DC
AE = DE’

De esta manera, siz = FH = HC y y = DF, entonces

Ut O O] >

wle WK

lo cual implica que = = % yy = % Finalmente utilizamos esta informacién
para obtener el area buscada:

Cy-2c 1218 216

(ACDF) === =55 =55

Solucién 2

Al igual que al inicio de la solucion anterior, tenemos que DE = 5, ademas de
que DE'y BG son paralelos, asi como BG y C'F son perpendiculares. Sea [
en DE tal que £LBID = 90°.
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1

Tenemos que BHFI es un rectangulo y ademas los triangulos AADE vy
ANIBE son semejantes, lo cual implica que

IB EI BE
AD ~ AE  DE’

Al sustituir los valores conocidos tenemos
IB _EI 3

4 3 5’

de donde /B = 2y ET = 2. Como BHFI es un rectangulo, entonces FH =
IB = 12, por el Teorema de Pitdgoras BH = +/BF? — FH? = 1%, Tenemos
entonces que

(BHFE)=(BHFI)— (AIBE)=FH - -BH — IBéEI = %58.
Finalmente
21
(ACDF)=(ABCD) — (BHFE)—- (AADFE) - (ABCH) = 2—56

Solucion 3
Sean G y H los puntos de interseccién de AB y C'D con una paralela a AD
que pasapor F.Seanxz=GF,y=FHYyz=GE.

D H C

A G E B

Como GF es paralela a AD, entonces AAED y AGEF son semejantes, lo

cual implica que £¢ = ¢ de donde
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Por otro lado, como AGBF es un triangulo rectangulo, por el Teorema de
Pitdgoras tenemos BF? = BG? + GF?, es decir, 42 = (3 + 2)? + 2?2, de donde
obtenemos la ecuacion

2522 + 54z — 63 = 0,
la cual tiene una Unica solucién positiva, que es z = %. Luego, obtenemos
que

4 28
Tr = 32 = 25.
Como z + y = 4, entonces la altura de ACDF es
72
Y Y
De donde llegamos a obtener el area buscada:
CD-y 216
ACDF) = =—.
( ) 2 25

Problema 16. En una cuadricula de tamafo 20142014 x 20142014 ge pintaron
de negro muchos cuadritos, iniciando con el de la esquina inferior izquierda,
bajo las siguientes reglas: se pintan de negro todos los cuadritos del nivel,
gue compartan solo una esquina con solo un cuadrito negro del nivel inferior
y que no toquen el borde izquierdo de la cuadricula. En la figura se muestra
la esquina inferior izquierda de la cuadricula por donde se inici6 el proceso.

¢ En qué nivel esta el cuadrito negro nimero 2014 de la columna D?

Niveles

=N W R OO

AB CDZEFGH
Columnas

Solucion

Observemos que el primer cuadrito negro en la columna D aparece en el nivel
4. A partir de tal nivel se empiezan a acumular por grupos; en el nivel 8 se han
pintado 3 cuadritos, en el nivel 16 se han pintado 5, etc. Tenemos el siguiente
patron:
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Nivel | NUumero de cuadritos negros en la columna D
22 2(0)+1
23 2(1) + 1
24 2(2)+1
on 2(n —2) +1

Como 2015 = 2(1007)+1 = 2(1009—2)+1, entonces en el nivel 21°9 habremos
pintado 2015 cuadritos negros. El cuadrito negro nimero 2014 se encuentra
dos niveles abajo, es decir, en el nivel

91009 _ o

4.5. 28a. omMm primer examen selectivo

Problema 17. Determina cual nimero es mayor 20142014 o bien 20152°13,

Solucidén
Observemos que 20152013 = (2014 + 1)2°13 y por el Teorema del Binomio de
Newton tenemos que

2013
20152013 _ Z (2013) 20142013—k
k
k=0

2013
1 2013!
— 20142013 20142013—k
;0 20142013 1(2013 — k)!

. 20213 2013!
£ 2014FK1(2013 — k)! |

Como (22& es el producto de k factores menores o iguales a 2013, enton-

013—K)!
2013! < 1. Por lo tanto,

2013! k H H
Ces mms—mr < 20147k!, lo cual implica que TR 20 5=

obtenemos la relacion:

= 2014713

= 2013!

L+ Z 2014%£1(2013 — k)!

< 2014.

Finalmente, podemos asegurar que
20152013 < 201420132014 = 20142014,

Problema 18. Decimos que un numero entero positivo n es sieteable si cum-
ple alguna de las siguientes opciones:

1. El ndmero n es divisible por 7.



40 CAPITULO 4. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES DE CONCURSOS EN VERACRUZ

2. Si el nimero no es divisible por 7 se le agrega al final el digito que es el
residuo de n al dividir entre 7 y vemos si es divisible por 7, si no entonces
se repite la operacion hasta llegar a un mdltiplo de 7.

Determina cudles de los siguientes nimeros son sieteables:

1,2,...,2014.

Solucién 1

Los Unicos numeros sieteables entre 1 y 2014 son los multiplos de 7. Para ver
esto, consideremos un namero m que no es divisible por 7y sea k un nimero
positivo menor que 7 tal que

m=k (méd 7).

Por lo tanto, en el siguiente paso obtenemos que
10m +k =11k (méd 7),
y este ultimo ndmero no es divisible por 7.

Solucion 2
Si m no es divisible por 7 y es congruente con 1, entonces en el primer paso
tenemos

10m+1=11=4 (méd 7).

Si repetimos el proceso tenemos

100m+14=44=2 (mdd 7),
1000m +142=22=1 (mdéd 7).

De esta forma, los residuos correspondientes, de todos los nUmeros que se
van construyendo, pertenecen al conjunto {1,2,4}. Lo mismo ocurre si m es
congruente con 2 o con 4.

Por otro lado, si el nUmero m es congruente con 3, 5 0 6, entonces los
residuos correspondientes pertenecen al conjunto {3,5, 6}.

Por lo tanto, si el numero m no es divisible por 7, no es sieteable.

Problema 19. Consideremos un heptagono regular ABCDEFG y dos cir-
cunferencias de radios distintos C; (que pasa por los puntos Ay G) y Cy (que
pasa por los puntos By C). Si Wy X son las intersecciones de EG y FG con
C;, respectivamente, a la vez que Y y Z son las intersecciones de GC'y FC
con Cq, respectivamente, demuestra que AX - BZ = AW - BY.

Solucidén
Por ser AGW X un cuadrilatero ciclico tenemos que

LXAW = LXGW = LEGF,
AWXA=LAGE.
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Como el heptagono es regular, entonces es ciclico. De esta forma, al abrazar
arcos de la misma longitud, tenemos que

LEGF = 4FCG = £ZCY,
LAGE = {BAF = 4BCY.

La ultima igualdad se obtiene al considerar el cuadrilatero ciclico ABCF'. Lue-
go, si consideramos el cuadrilatero BZY C inscrito en Cy, tenemos

LZCY = LZBY,
ABCZ = {BY Z.

Por lo tanto,

AXAW = LZBY,
AWXA=4BYZ.

Asi, por el criterio AA, los triangulos AAXW y ABY Z son semejantes, de
donde 4% = 4% Finalmente, lo anterior implica que

AX -BZ = AW - BY.

Problema 20. En un poligono regular de 2014 lados, cada diagonal se pinta
usando uno de n colores de manera que no hay dos diagonales del mismo
color que se cruzan en el interior del poligono. ¢Cual es el menor valor de n
para el cual es posible hacer esto?

Solucion

Como las 1007 diagonales principales parten al poligono por la mitad, es claro
gue todas ellas se cortan entre si y, por lo tanto, no puede haber dos diagona-
les del mismo color. Necesitamos, en consecuencia, al menos 1007 colores.
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Por otro lado, es posible pintar el poligono con 1007 colores cumpliendo las
condiciones del problema. Una forma es la que sigue: numeramos los vértices
del poligono de manera consecutiva 1,2,3,...,2014, usamos un color para
pintar las siguientes diagonales: 2 —2014, 2014 — 3,3 —2013, 2013 — 4, 4—2012,
2012 — 5, ..., 1006 — 1010, 1010 — 1007, 1007 — 1009, por lo que quedan sin
usarse los vértices 1 y 1008. Estas diagonales forman una poligonal de 2012
vértices y 2011 diagonales. Estas 2011 diagonales se cortan justo sobre los
vértices del poligono y no en su interior, por lo que se cumple la restriccion
del problema.

Al usar otro color podemos crear una nueva poligonal que no use los vérti-
ces 2y 1009, después otra que no use los vértices 3 y 1010, etc. En total, por
cada pareja de vértices opuestos estamos pintando 2014 — 3 = 2011 diagona-
les. En total, pintamos 22 (2014 — 3) diagonales, que son todas las que tiene
el poligono. Por lo tanto, la coloracion completa sirve, y basté usar 294 = 1007
colores para pintar las diagonales.

4.6. 28a. omMm segundo examen selectivo

4.6.1. Primer dia

Problema 21. El entero positivo n y el primo p cumplen que p no divide a (3n)!
pero si divide a

Bn+ 1!+ Bn+2)L

Muestra que 3 divide a p — 1.

Solucion
Observemos que

Brn+)!+Brn+2)! = Bn)!B3n+1+4+ Bn+1)(3n+2)]
(3n)!(3n+1)(3n + 3)
3(3n)!(3n+1)(n+1).

Como p divide al primer miembro de la igualdad, también divide al ultimo,
pero por ser primo debe dividir a alguno de los 4 factores. Sin embargo, por
hipotesis p no divide a (3n)!, asi que no puede dividir tampoco a 3 nian + 1,
pues estos dos factores estan en (3n)!. Entonces debe dividir a 3n + 1. Por
lo tanto, 3n + 1 es el primer nimero divisible por p, por lo que es p, de donde
p — 1 = 3ny esto prueba que p — 1 es multiplo de 3.

Problema 22. Sean AABC un triangulo acutanguloy D, E y F los respec-
tivos pies de las alturas en A, By C. Sean D', E' y F' puntos sobre los
segmentos BC, CAy AB, respectivamente, tales que BD = D'C,CE = E'A
y AF = F’B. Prueba que las perpendiculares a BC en D', aCAen E' y a
AB en F' son concurrentes.
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Solucién 1
Consideremos rectas paralelas a los lados de A ABC que pasan por los vérti-
ces, formandose el triangulo A A’ B’C’ como en la figura.

c’ A Y B’

L]

Al

Por construccion, AABC es el triangulo medial de A A’ B’C’ en donde, ademas,
los triangulos AABC, AA'CB, ACB’Ay ABAC’ son congruentes.

Sea X el pie de la altura desde el vértice A’ en AA'CB, luego AD =
A’X. Por el criterio LAL, tenemos que los triangulos AABD y ANA’CX son
congruentes. Lo anterior implica que BD = XC'vy, asi, X = D’. De esta
manera, la perpendicular a BC en D’ es la altura A'Y de AA’B’C’, puesto
gue BC'y B’'C’ son paralelos.

De igual manera, podemos ver que las perpendiculares a AC en E' y a
AB en F’' son alturas de AA’B’'C’, por lo que C'F’, A’D’ y B'E’ concurren.

Solucién 2

Construyamos el circuncirculo de AABC'y prolonguemos las perpendiculares
del enunciado y las alturas hasta que toquen el circuncirculo. Por ejemplo, en
la figura se muestran las prolongaciones de AD y de la perpendicular a BC
en D, y los puntos en que estas encuentran al circuncirculo son P, Q y R,
como se indica.

A R

Bé_| /
D D/c
Q

P
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Entonces, las cuerdas AP y QR son paralelas y de la misma longitud, puesto
que ambas son perpendiculares a BC' 'y BD = DC, es decir, QR se obtie-
ne reflejando AP a través del centro. Esto mismo ocurre con las otras per-
pendiculares con respecto a las alturas correspondientes. Como las alturas
concurren, entonces también concurren las perpendiculares (y lo hacen en el
reflejado del ortocentro con respecto al centro del circuncirculo).

Problema 23. Un triangulo equilatero de lado 7 se divide en triangulos equilate-
ros de lado 1 (como en la figura). Se pintan todos los vértices de los triangulos

usando los colores rojo, verde y azul, de manera que cada triangulito de lado 1

tiene un vértice de cada color. Prueba que si se eligen segmentos (de lado 1)

de modo que cada vértice pertenece a exactamente un segmento, entonces

el nimero de segmentos elegidos que van de un vértice rojo a uno azul es el

mismo que el nimero de segmentos que van de un vértice rojo a uno verde.

Solucién 1

Observemos que el nimero de vértices esiguala1+2+3+---+ 8 = 36,
de los cuales hay 12 de cada color. EI nimero de segmentos elegidos es
32—6 = 18. Veamos que hay 6 segmentos rojo-azul, 6 segmentos rojo-verde y
6 segmentos azul-verde. En caso contrario, hay al menos 7 segmentos de
alguna de dichas combinaciones, digamos rojo-azul. Por lo que quedarian
apareados al menos 7 vértices rojos y 7 azules, quedando a lo mas 5 de cada
uno de estos colores, es decir, a lo mas 10 vértices para aparear con los 12

vértices verdes, lo cual es un absurdo.
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Solucién 2

Coloreamos los triangulitos con dos colores, digamos negro y blanco, de ma-
nera que a triangulitos adyacentes les toque distinto color y al triangulito su-
perior le toque el color negro. De esta manera, cada segmento pertenece a
un unico segmento negro. Cada uno de estos triangulitos tiene exactamente
un segmento rojo-verde y un segmento rojo-azul (esto es poque la condicién
del problema dice que cada triangulito tiene los tres colores en sus vértices).
De esta manera, es posible aparear estos y son el mismo ndamero.

4.6.2. Segundo dia

Problema 24. Prueba que sia, b, cy d son nUmeros reales positivos, entonces

4a? + 2b* + & + d® > 8abed.

Solucion 1
Sabemos que si z y y son reales, entonces 0 < (z — y)? = 22 — 2zy + 32, de
donde z2 + 3% > 2xy. Al aplicar esta desigualdad tres veces, obtenemos las
relaciones

40 + 20 + S+ d® > 4a® + 20" + 2c1d*
> 4a? + 4b2APd?
> 8abcd.
Solucién 2
La desigualdad entre Media Geométrica-Media Aritmética nos dice que si
x1,%2,...,T, SON reales positivos, entonces
Rl R ] > Yx1%2 - T

n

Al aplicar esta desigualdad obtenemos las relaciones
4>+ 20+ +d® = 4P+ + S+
8V a2a2a2a?b b3 d8
= 8VaSb8c3d8
= 8abcd.

\Y)

Problema 25. Los vértices de un poligono regular de 160 lados estan nu-
merados en el sentido de las manecillas del reloj del 1 al 160. En un juego,
Manuel debe escoger un vértice y ponerle una marca. Después seguira mar-
cando algunos vértices de acuerdo a la siguiente regla: cada vez que marque
un vértice con nlimero par girara en el sentido de las manecillas del reloj el
mismo numero de vértices que indique el vértice que acaba de marcar (por
ejemplo, si escoge el vértice 42 marcara este, luego el 84, luego el 8, etc.).
En caso de que en algin momento marque un vértice con un nimero impar,
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entonces hara lo mismo que con el par pero en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj. Ird marcando vértices hasta que llegue a un vértice ya
marcado y ahi termina su juego. ¢ Cual es el maximo numero de vértices que
puede marcar?

Solucidén

Observemos que si Manuel marca un vértice impar, entonces su siguiente
marca sera en el 160 y el juego terminara en el siguiente paso, porque regre-
sara al 160.

Supongamos ahora que Manuel escoge el vértice con nimero 2. Entonces
marcara los ocho vértices siguientes: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 y 96, puesto que
256 —160 =96y 96 - 2 — 160 = 192 — 160 = 32.

Veamos ahora que es imposible que Manuel marque mas de ocho. Supon-
gamos que escoge el vértice 2a (con a < 80). Si no repitiera, los vértices mar-
cados depués de ocho pasos serian los residuos moédulo 160 de los nimeros:
2a, 4a, 8a, 16a, 32a, 64a, 128a, 96a. En el siguiente paso llegara al 32a moédulo
160, que ya habria estado marcado.

Problema 26. Considera un cuadrilatero ciclico ABC D, tal que las cuerdas
AD 'y BC son paralelas, AD < BC'y el centro O del circuncirculo de ABC D
gueda en el exterior del cuadrilatero. Sean E la interseccién de las rectas AB
y CD, F el pie de la altura de AEBO en E y G la interseccién de EF con
BC. Demuestra que AGOCEFE es ciclico.

Solucién 1

Sea P la interseccion de FO con BC'. Observemos que EO y BC son perpen-
diculares. Por otro lado, como O es el centro del circuncirculo de ABCD, en-
tonces AOBC es isésceles con LCBO = £BCO. Ademas, como {BPO =
90° = LEFOy £BOP = LEOF, entonces por el criterio AA los triangulos
ABOP y ANEOF son semejantes, lo cual implica que {GEO = {PBO =
£GCO. Se sigue que GOCE es un cuadrilatero ciclico.

E
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Por otro lado, como AAOD, ADOC y ANAED son tridangulos isésceles, en-
tonces obtenemos las siguientes relaciones

LOAE + {OCE = KOAD + £DAFE + £OCD
= ALODA+ £LADE + £CDO
= 180°,

lo cual implica que AOCE es un cuadrilatero ciclico. Concluimos que AGOCE
es ciclico.

Solucion 2

Sea P la intersecciéon de FO con BC, entonces L EPB = 90°. Como O
es el centro del circuncirculo de ABCD, entonces AOBC es isdsceles con
£CBO = £BCO. Ademas, como { BFG =90° = {EPGYy {BGF = {EGP,
entonces por el criterio AA los triangulos ABFG y AEPG son semejantes,
lo cual implica que AGEO = £GBO = £BCO. Por lo tanto, GOCFE es un
cuadrilatero ciclico.

E
A . D
G P
B » c
F
o

Por otro lado, como AAOD es iso6sceles y EO es perpendicular a AD, enton-
ces también es bisectriz, por lo que

~

£LAOFE = %AAOD =-A

1
2
Y como £ ACD es un angulo inscrito, entonces

1

LACE = LACD = 5

De esta forma se sigue que AOCE es un cuadrilatero ciclico. Concluimos que
AGOCF es ciclico.






Capitulo 5

Soluciones de los
problemas de entrenamiento

Problema 1. (Problema 3 del Examen Estatal de la 2a. oMM Veracruz de
1988) Un faro emite tres colores distintos:

= Rojo cada 16 segundos.
= Verde cada 45 segundos.
= Blanco cada 2 minutos 20 segundos.

Los tres colores se emiten simultdneamente a media noche, es decir, a las
cero horas. Indica los instantes del dia en que:

1. Se emiten simultaneamente rojo y verde.
2. Se emiten simultdneamente rojo y blanco.
3. Se emiten simultdneamente verde y blanco.

4. Se emiten simultdneamente los tres colores.

Solucidén

1. Ya que mem(16,45) = 720, entonces se emiten simultaneamente rojo y
verde cada 720 segundos, es decir, cada 12 minutos, esto es:

(00 : 00 : 00), (00 : 12 : 00), (00 : 24 : 00), ...

2. Ya que mcm(140, 16) = 560, entonces se emiten simultaneamente rojo y
blanco cada 560 segundos, es decir, 9 minutos y 20 segundos, esto es:

(00: 00 : 00), (00 : 09 : 20), (00 : 18 : 40), ...

49
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3. Ya que mem(45,140) = 1260, entonces se emiten simultdneamente ver-
de y blanco cada 1260 segundos, es decir, cada 21 minutos, esto es:

(00 : 21 : 00), (00 : 42 : 00), (01 : 03 : 00), .. .

4. Ya que mcm(16,45,140) = 5040, entonces se emiten simultaneamente
rojo, verde y blanco cada 5040 segundos, es decir, cada 84 minutos, esto
es:

(00: 00 : 00), (01 : 24 : 00), (02 : 48 : 00), ...

Problema 2. (Problema 1 del Examen Estatal de la 4a. oMM Veracruz de
1990) Una clase tiene 25 pupitres arreglados en un cuadrado de 5 x 5. La
maestra quiere cambiar el orden en que estan sentados sus alumnos movien-
do a cada estudiante a un pupitre adyacente (uno adelante, uno atras, uno a
la derecha o uno a la izquierda). Si es posible, explica como hacerlo. Si no es
posible, da la razén por la que no se puede hacer.

Solucidén

Consideremos una coloracién tipo ajedrez: tenemos 13 alumnos en un color y
12 en otro. Como cada alumno debe cambiar de un pupitre de un color a otro
de otro color (ese es el movimiento permitido), entonces habra un alumno
gue no podra cambiarse de pupitre. Asi, no es posible cambiar el orden en
gue estan sentado conforme a la regla establecida.

Problema 3. (Problema 1 del Examen Estatal de la 2a. oMM Veracruz de
1988) Sean A ABC un triangulo cualquiera, en donde D y F son puntos sobre
AB, tales que AD = DBy DF = FB; ademas, E'y G son puntos sobre AC,
tales que AE = FEC y EG = GC. Encuentra la razén de las areas de los
trapecios EDFGy EDBC.

Solucién 1

Como % = %, por el Teorema de Thales tenemos que DE, FG y BC son
paralelos. Sean H, K y J los pies de A sobre BC, DE'y FG, respectivamente.
Luego 42 = 4 y D — %.'De aqui que AK = KHy KJ = JH, por lo
tanto K y J son los puntos medios de AH y K H, respectivamente.

DXE
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Por otra parte, como fg—g = ;;‘—g y ABAC = £DAEFE, entonces, por el criterio
LAL, ABAC y ADAFE son semejantes, de donde

1 AD AE DE
2 AB AC BC’
lo cual implica que DE = B—zc. Considerando el trapecio EDBC, como FG
une los puntos medios de DBy EC, su longitud es
BC 3
DE+BC — tBC 5BC 3pc

FG= 9 2 ~ T2 T g

Entonces, la razon entre las areas de los trapecios EDFG y EDBC es igual
a

(EDFG) DEAFG K T
(EDBC) DEABCKH
FG
DEAFG K J

DE+BC
LELBCIKT
DE + FG
2(DE + BC)
(5 + 25)

c

2 (£ + BO)
5

12°

Solucién 2
Sea M el punto medio de C'B; si unimos D, E y M, dividimos el triangulo
AABC en 4 triangulos iguales.

Al trazar el segmento F'G cortamos a DM y a EM en sus respectivos puntos
medios. En seguida, trazamos lineas desde los puntos medios de los lados
de los triangulos ABDM, ADEM y AMEC vy dividimos estos triangulos,
dejando el trapecio BDEC conformado por 12 triangulos iguales, 5 de los
cuales conforman el trapecio EDFG. Asi, la razén buscada es 3.

Problema 4. (Problema A del Examen Estatal de la 23a. oMM Veracruz de
2009) Demuestra que la suma

299 + 2999 + 29999 + - - - + 29999999999999
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(donde el dltimo nimero tiene 13 nueves) es divisible entre 12.

Solucién 1
Separemos la suma de la siguiente manera:

S 299 + 2999 + 29999 + - - - 4 29999999999999
(200 + 99) + (2900 + 99) + - - - + (299....900 + 99)
11
_ 2 2 2
= (2(10%) +29(10%) + - -- +299...9(10%)) +99(12)
11
_ 2
= 10%(2+29+---+299...9) +99(12).
11

Ahora tenemos que 102 = 0 (mdéd 4) y también

24294---+4299...9=(-1)(12)=0 (méd 3),
11

debido a que cada sumando es congruente con —1 modulo 3. Como 3 y 4 son
primos relativos, tenemos que

10%(24294---+299...9) =0 (mdd (3)(4)),
11

de esto, se deduce que
S=0 (mdéd 12).

Solucién 2
Tenemos la siguiente cadena de igualdades:

S = 299 + 2999 + 29999 + - - - + 29999999999999
= (300 —1)+ (3000 — 1)+ -+ (300...0—1)
13
= 33...300—12.
12

Ya que 33...300 es divisible por 4 y 3, es divisible por 12, concluimos que 12
N——
12
divide a S.

Problema 5. (Problema 2 del Examen Estatal de la 4a. oMM Veracruz de
1990) Sean A ABC un tridngulo equilatero inscrito en un circulo, B’y C’ los

puntos medios de los lados C A y BA, respectivamente, y D una interseccién
de la recta B'C’ con el circulo. Demuestra que £ es la razon aurea, esto
es:

B'C' 1++5

C'D 2
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Solucion

Es claro que C’ se encuentra entre B’ y D. Sea O el centro del circuncirculo
del triangulo AABC'. Sea a = AB, por lo que la altura del triangulo equilate-
ro es @a y el radio de la circunferencia es OD = OA = ‘/Tga. Sea P la
interseccion de AO con B'C'.

Como B’ y C' son puntos medios, AABC y AAC’B’ son semejantes, con
razén ;. Por lo tanto,

y
per=la
Ademés, a3 y
OP =0A — AP = ?3&—73@: 1—23(1,

luego, por el Teorema de Pitdgoras PD? = OD? — OP? y como PD = PC’ +
C'D = §+C'D, se tiene

2 2
a o\ 2 V3 V3 5
(3+¢P) =<?“> ‘<ﬁ“> =16

con lo que, al despejar C’' D, obtenemos

\/5 a \/5—1
/ = 00 — — =
C’D—4a 1 1 a.

Finalmente, obtenemos lo que queriamos demostrar:

B'C'  ja 2 s+l

C'D ~ ii, 5-1 2

Problema 6. Prueba las siguientes afirmaciones:

S

N

1. En un triangulo acutangulo, el cuadrado de un lado es igual a la suma
de los cuadrados de los otros dos menos el doble producto de uno de
ellos por la proyeccién del otro sobre él.
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2. En un tridngulo obtusangulo, el cuadrado del lado opuesto al angulo
obtuso es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos mas el
doble producto de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre él.

Solucién

1. Si AABC es un triangulo acutangulo, entonces las alturas trazadas des-
de cada uno de sus vértices seran internas al triangulo. Sin pérdida de
generalidad, tracemos la altura desde el vértice B y llamemos D al pie
de esta.

Sean DA = p, BC = a, CA =b, BA =cy BD = h. Tenemos que
CD =0b—-pycomo ACDBy ABDA son rectangulos, entonces, por el
Teorema de Pitdgoras tenemos

a®=h*+ (b —p)? y A =h%+pt

Si despejamos h? de la segunda ecuacion y la sustituimos en la primera
obtenemos

a’ = (2 —pH)+ (b—p)* =+ b — 2bp,
que es lo que queriamos demostrar.

2. Consideremos un triangulo AABC con angulo obtuso en C. Sea F el
pie de la altura trazada desde el vértice A sobre BC.
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Llamemos BC = a, CA = b, BA = ¢, CE = dy AE = [. Como los
triangulos ABEA y AACE son rectangulos, entonces, por el Teorema
de Pitagoras tenemos

A=a+d?*+1*> y v=0P7+d%

Si despejamos /2 de la segunda ecuacion y la sustituimos en la primera
obtenemos

= (a+d)?+ (b* —d*) = a® +b* + 2ad,
que es lo que queriamos demostrar.

Problema 7. (Problema 1 del Examen Estatal de la 6a.0MM Veracruz de 1992)
Demuestra que de la igualdad

a? + b2+ c? =be+ ac+ ab,

en donde a, b y ¢ son nimeros reales, se deduce que a = b = c.

Solucion
Multiplicando por 2 a ambos miembros de la igualdad obtenemos la relacién:

2a% + 2b% + 2¢% = 2be + 2ac + 2ab,
la cual, al reagrupar, se transforma en:

20242 + 2¢? — 2bc — 2ac — 2ab

=(a® — 2ab + b*) + (b* — 2bc + ¢*) + (¢ — 2ac + a?)

=(a—=b)?+(b— )+ (c— a)?

:O’
es decir,

(a=b)2+(b—-c)?+(c—a)?=0,

de aqui se deduce que a = b =c.
Problema 8. (Problema F del Examen Estatal de la 24a. oMM Veracruz de
2010) La figura representa una telarana en la que cada segmento mide 1. La
arana se encuentra en el centro y quiere llegar a la orilla caminando por los

lados de los triangulos y usando solo 4 segmentos en total. ; Cuantos caminos
distintos puede seguir?

QLRI
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Solucion
El hexagono se puede dividir en 6 triangulos iguales como el que se muestra
a continuacion.

La arana esta ubicada en la posicion A por lo que el problema se reduce a
encontrar cuantas maneras distintas tiene de llegar a alguno de los puntos E;
coni = 1,2,3,4,5. Observemos que para que la arana logre llegar a la orilla
usando solo 4 segmentos debe evitar caminar en alguno de los segmentos
horizontales, por lo que al llegar a cada nueva posicién solo tendra dos op-
ciones de camino a seguir; ademas, observamos que para llegar de A a E;
hay en total 4 niveles (sin contar A mismo), por lo que en total tendra 2* = 16
maneras distintas de llegar de A a alguno de los puntos en la orilla. Note-
mos que en estos caminos se estan considerando los que van en linea recta
de A a alguno de los puntos E; y Es, y que, por ser los lados del triangulo,
son comunes con alguno de los otros 5 triangulos en los que fue dividido el
hexagono, por lo que a la suma total de caminos debemos restarle estas re-
peticiones. Asi, el nimero total de caminos que la arana puede tomar para
llegar del centro del hexagono a la orilla es

(16 x 6) — 6 = 90.

Problema 9. (Problema B del Examen Estatal de la 24a. oMM Veracruz de
2010) Un par ordenado de numeros de dos digitos (ab, cd) se llama “cente-
nario” si (10a + b) 4+ (¢ + d) = (10c + d) + (a + b) = 100. ¢Cuantos pares
“centenario” hay?

Solucién
Observemos la siguiente cadena de igualdades:

(10a+b) + (c+d) =(10c+d) + (a + b)
10a+c+b+d=10c+a+b+d
10a 4+ ¢ =10c + a
9a =9c

a =cC.
De este modo, 11a + b+ d = 100. Como 0 < b + d < 18, tenemos
1la <1la+b+d =100 < 1la + 18,
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estoes, 8 <a <9, porlo que a solo puede ser 80 9.

Si a = 8 obtenemos 88 + b + d = 100, esto es, b + d = 12 con lo que
obtenemos 7 nimeros centenarios.

Si a = 9 obtenemos 99 + b+ d = 100, esto es, b+ d = 1, con lo que
obtenemos 2 nimeros centenarios adicionales.

Por lo tanto, hay solamente 9 nimeros centenarios.

Problema 10. (Problema 3 del Examen Estatal de la 3a. oMM Veracruz de
1989) Demuestra que las expresiones

2z4+3y Yy 9z 45y

son divisibles por 17 para el mismo conjunto de valores x y y.

Solucidén
Notemos que se cumple la siguiente cadena de dobles implicaciones:

172z + 3y < 17|9(2x + 3y)
17|18z + 27y
17|18z + 10y + 17y
17]18z + 10y
1712(9z + 5y).

Ya que 17y 2 son primos relativos, se sigue que
1722+ 3y & 17|92 + 5y.

Problema 11. (Problema 4 del Examen Estatal de la 3a. oMM Veracruz de
1989) Considera una descomposicién de un tablero de ajedrez en p rectangu-
los que no se traslapan y que cumplan las siguientes condiciones:

1. Todo rectangulo tiene igual nimero de cuadrados blancos que de ne-
gros.

2. Todos los rectangulos tienen diferente nimero de cuadrados.

¢ Cual es la maxima p para la cual es posible esto?

Solucidén
Dado que cada rectangulo tiene la misma cantidad de cuadrados blancos que
de cuadrados negros, la cantidad de cuadrados dentro de cada rectangulo
es par. Entonces, el problema se reduce a encontrar la maxima cantidad de
rectangulos de area par dentro del tablero (todos con areas diferentes).

Al considerar la suma de las areas mas pequefas obtenemos:

244464 - +2n=(2)1+2+3+---+n) = (2)ID — (n)(n 4 1),
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donde buscamos que (n)(n + 1) < 64 = (8)(8).

Notemos que 56 = (7)(8) < (8)(8) < (8)(9) = 72, de aqui que no puede
haber mas de 7 rectangulos.

Observemos que 2+4+- - -+14 = 56, mientras que 2+4+---+14+16 = 72.
Veremos si a los rectangulos de areas 2,4,...,12,14 se les puede agregar,
de alguna manera, los 8 rectangulos restantes. Un acomodo posible es de la
siguiente manera:

2,4,6,8+2,10+2,12 42,14 + 2.

Por lo tanto, la maxima cantidad de rectangulos es 7 y un posible acomodo es
el siguiente:

Problema 12. (Problema 4 del Examen Estatal de la 5a. oMM Veracruz de
1991) Se ha elaborado un programa para que la computadora ordene alfabéti-
camente en una lista todas las posibles palabras (aunque no sean pronuncia-
bles, ni tengan significado) de siete letras que puedan formarse con las letras
A, C,E, I, N, O, U, de tal manera que ninguna letra se repita en una misma
palabra. Por ejemplo, la palabra IJANOECU debe incluirse en la lista, pero
no asi la palabra EN ACIOA, ya que aunque consta de siete letras del grupo
requerido, en ella se repite la letra A. Asi, pues, la computadora escribira en el
lugar 1 de la lista la palabra ACEINOU, en el lugar 2 la palabra ACEINUO,
en el 3 la palabra ACEIONU, en el 4 ACEIOUN, enel 5 ACEIUNO, en
el 6 ACEIUON, enel 7 ACENIOU, etc. Qué palabra escribira en el lugar
19917

Solucidén

Primeramente notemos que al fijar la primera letra de la palabra y dado que
esta no debe tener letras repetidas, se tienen 6 x5x4x3x2x 1 = 720 palabras
gue inician con la letra que hemos fijado. Asi, la palabra que buscamos no
puede iniciar con A o C pues las palabras que inician con alguna de estas
dos letras suman en total 720 - 2 = 1440, tampoco puede iniciar con I pues
entonces estariamos contando las palabras que inician con A, C y FE, las
cuales suman en total 720 - 3 = 2160. Por lo tanto, la palabra 1991 debe iniciar
con E y buscamos, dentro de todas las que inician con esta letra, la que ocupa
la posicion 1991 — 1440 = 551.
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Si ahora fijamos la segunda letra, entonces el nimero de palabras que se
pueden formar es 5x4x3x2x1 = 120; asi, la segunda letra de nuestra palabra
no puede ser A, C, I o N, pues el total de palabras que tienen como segunda
letra a alguna de las anteriores es 120 - 4 = 480; por lo tanto, la segunda letra
de nuestra palabra es O y buscamos, de entre todas las que inician con FO,
aquella que ocupa la posicion 1991 — 1440 — 480 = 71. Fijando ahora la tercera
letra de nuestra palabra, obtenemos que el nimero de palabras que se puede
formar con 4 letras es 4 x 3 x 2 x 1 = 24, por lo que de las letras restantes,
ordenadas alfabéticamente, tenemos que la tercera letra no puede ser A o C,
pues el total de palabras que tienen a estas dos letras en la tercera posicién
es 24 -2 = 48. Por lo tanto, la tercera letra de nuestra palabra es I y queremos
aquella palabra que ocupa la posicion 1991 — 1440 — 480 — 48 = 23 de entre
todas las que inician con EOI.

Al continuar con este algoritmo, obtenemos que la cuarta letra debe ser
U debido a que, al fijarla, el nimero de palabras que se puede formar con 3
letras es 3 x 2 x 1 = 6 y el total de palabras que en la cuarta posicién tienen A,
C o N es 6-3 = 18. De entre las palabras que inician con EOIU, queremos
ahora la que esta en la posicion (1991 — 1440) — 480 — 48 — 18 = 5y, por un
argumento similar, la quinta letra es N, la sexta es C'y la Ultima es A. De esta
manera, la palabra 1991 es

EOIUNCA.

Problema 13. (Problema C del Examen Estatal de la 12a. oMM Veracruz de
1998) Supongamos que queremos formar 5 pilas de cajas con las siguientes
condiciones: cada pila debe tener entre una y cinco cajas, ademas, cada pila
no puede tener mas cajas que la pila de su izquierda. ¢De cuantas formas
podemos hacer esto?

Solucidén

Denotemos por (a,b,c,d, e) un arreglo de pilas de cajas donde a, b, ¢, d, e de-
notan el nimero de cajas que tienen las pilas. Queremos que estos satisfagan
a >b>c>d> e Dado que cada entrada es un nimero natural, el orden
anterior sera Unico para cada subconjunto de 5 nimeros naturales pudiendo
estar algunos de ellos repetidos.

El problema se reduce entonces en determinar cuantos subconjuntos se
pueden formar para un conjunto de 5 nimeros y cuantos arreglos se pueden
formar con cada uno de estos subconjuntos.

Sabemos que, dado un conjunto de 5 elementos, el numero de subconjun-
tos con i elementos es igual a (f) parai = 1,2,3,4,5. Consideremos ahora
los siguientes casos:

= Para cada subconjunto de un elemento {a} con a € {1,2,3,4,5} fijo,
solo se puede formar un arreglo (a, a, a, a, a).

= Para cada subconjunto de dos elementos {a,b} con a,b € {1,2,3,4,5}
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donde a > b, se pueden formar 4 arreglos:

a, ba b7 ba b)7
a, a, b7 ba b)7

a, a, a, ba b)7

~ T~ o~

a,a,a,a,b).

m Para cada subconjunto de tres elementos {a,b,c} en donde a,b,c €
{1,2,3,4,5},con a > b > ¢, entonces se pueden formar 6 arreglos:

m Para cada subconjunto de cuatro elementos {a,b,c,d} con a,b,c,d €
{1,2,3,4,5}, donde a > b > ¢ > d, entonces se pueden formar 4 arre-
glos:

a,b,c,d,d),
a,b,c,c,d
a,b,b,c,d
a,a,b,c,d).

)7
)7

(
(
(
(

» Finalmente, para el subconjunto de cinco elementos ocurre solo el caso
(5,4,3,2,1).

Asi, el total de conjuntos de 5 pilas de cajas que pueden formarse con las
condiciones del problema es igual a:

) -10) 1) () 1)

Problema 14. (Problema B del Examen Estatal de la 23a. oMM Veracruz de
2009) Un namero capiclta es aquel que se lee igual de izquierda a derecha
que de derecha a izquierda (por ejemplo 77, 12421, etc...). Si escribimos de
manera consecutiva todos los nimeros capicta

123456789112233 ... ,

¢ cudl es el digito en la posicion 20097

Solucion
Los numeros capiclas de hasta 5 cifras tienen la forma:



61

cifras | forma
1 a
2 aa
3 aba
4 abba
5 abcba

Es claro que a # 0, por lo que hay 9 capicuas de una cifra, 9 capictias de
2 cifras, 9(10) = 90 capicluas de 3 cifras, 9(10) = 90 capiclas de 4 cifras y
9(10)(10) = 900 capicuas de 5 cifras, por lo que la lista que se obtiene al
escribir de manera consecutiva los capiclas hasta de 5 cifras tiene

9+ 9(2) + 90(3) + 90(4) + 900(5) = 5157

digitos. Asi, el capicta buscado es de 5 cifras, ya que la suma de los capicluas
de hasta 4 cifras es 657.
Analicemos los capicuas de 5 cifras.

forma | capiclas | total digitos
1bebl 100 500
2bcb2 100 500
3bcb3 100 500
4bcbd 100 500

Al sumar los digitos de los capicluas de hasta 4 cifras con los de la forma 1bcb1
y 2bcb2, nos da 657 + 500 + 500 = 1657, y al sumar bloque de capiclas de la
forma 3bcb3 nos da 1657 + 500 = 2157. De esto, tenemos que el digito que
ocupa el lugar 2009 corresponde a un nimero de la forma 3bcb3.

Los capiclas de la forma 30c03, 31¢13, ..., 36¢63 agregan 50 digitos cada
uno, por lo que obtenemos 50(7) = 350 digitos mas; es decir, hasta el capictia
36963 llevamos 1657 + 350 = 2007 digitos. El siguiente capicua es 37073, por
lo que el digito que ocupa el lugar 2009 es el nimero 7.

Problema 15. (Problema 2 del examen selectivo de la 19a. oMM Veracruz de
2005) Sean a, b y c enteros positivos tales que

a+b_b+c_a+c
be  ac  ab

Prueba que a = b = c.

Solucidén

Procedamos por contradiccion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
a < b < cyque noocurre a = b = ¢ al mismo tiempo, entonces tenemos los
siguientes casos:

m g # b,esdecira < b < ¢, entonces se tiene que % < é lo cual, como ces
positivo, equivale a tener é < i También se cumple que a +b < b+ c,
por lo tanto, se obtiene que

at+b b+c
< ;
be ac
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lo cual contradice la hipétesis del problema.

m g = b < ¢, entonces % < % lo cual, dado que b es positivo, es equiva-
lente a ;£ < L. Como también se cumple que a + b < a + ¢, entonces

a+b < a+c
be ab ’

contradiciendo asi la hip6tesis del problema.
Por lo tanto, a = b = c.

Problema 16. (Problema 3 del Examen Estatal de la 1a. oMM Veracruz de
1987) Se tiene un tablero parecido al de ajedrez, pero de 15 x 15 en lugar de
8 x 8. Supongamos que los puntos que son esquinas de los cuadritos estan
coloreados de rojo, blanco o azul (tenemos entonces 16 x 16 = 256 puntos
coloreados). Prueba que existe un rectangulo con dos lados verticales y dos
horizontales, cuyos vértices son cuatro puntos del mismo color.

Solucién 1

Denotemos por R, Ay B los vértices de color rojo, azul y blanco, respec-
tivamente; en total tenemos 16 vértices en cada una de las 16 filas. Por el
Principio de Casillas, en una fila hay al menos 6 vértices de un mismo co-
lor, sin pérdida de generalidad supongamos R. Como hay 16 filas, entonces,
nuevamente por el Principio de Casillas, hay al menos 6 filas que cumplen lo
anterior; llamémoslas f1, fo, - .-, f6-

Sobre la fila f; pintemos 6 vértices con el color R. Si intentamos no formar
un rectangulo como el que dice el problema, entonces en la fila f, debemos
procurar que no haya dos vértices pintados del color R que se correspondan
verticalmente con alguno de los ya pintados en la fila f,. Asf, el nimero de
vértices gue podemos elegir en f> para pintarlos con el color R es 11 (un vérti-
ce de f> si puede coincidir verticalmente con alguno de f;). Habiendo pintado
6 vértices en fs y siguiendo la misma idea, de no permitir que dos vértices
pintados de f3 coincidan verticalmente con dos de fi 0 f, pero permitiendo
gue puedan coincidir con uno en cada fila, tenemos que el nimero de vértices
gue podemos elegir en f3 es 7. Ahora, al pintar los 6 vértices en f; tenemos
gue solo queda un vértice gue no se corresponde verticalmente con alguno
ya pintado en las filas anteriores; asi, al pintar 6 vértices en f; habra dos
vértices que se corresponderan con vértices de las filas fi, fo 0 f3 y que en
consecuencia formaran un rectangulo cuyos vértices tienen el mismo color.

Solucién 2

Al considerar una fila, por el Principio de Casillas, al menos 6 de los 16 vértices
son de un mismo color. Diremos que una fila es de tipo R, B 0 A si estos
vértices son de color rojo, blanco o azul, respectivamente; tenemos entonces
3 tipos de filas. Considerando las 16 filas, por el Principio de Casillas, al menos
6 de las 16 filas son del mismo tipo; supongamos sin pérdida de generalidad
que este tipo es R.
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Llamaremos Sy al conjunto de columnas que contienen los vértices de
color R de la fila N, con N = 1,2,3,4,5,6. Considerando las filas de tipo R,
tenemos que los conjuntos S1, .55 y S3 comparten por parejas, a lo mas, una
columna de manera que no se forme un rectangulo de vértices R, de aqui
gue la suma de las columnas de S;,.5; y S3 es al menos 15. Considerando la
cuarta fila de tipo R, por el Principio de Casillas, al menos dos de los vértices
de color R coinciden en el mismo Sx (con X = 1,2 0 3), donde estos 2 vértices
en S, y los superiores a estos en Sx definen un rectangulo cuyos vértices son
del mismo color.

Problema 17. Por los vértices B, C y D de un cuadrado ABCD se trazan
rectas paralelas, como en la figura, de tal manera que la recta que pasa por
C' se encuentra a una distancia de 3 de la recta que pasa por By de 4 de la
que pasa por D. Determina el valor de AC.

A D

N

Solucidén

Sean /4, {3 y /5 las rectas paralelas que pasan por B, C'y D, respectivamente.
Sea F la interseccion de AB con /3. Sean G'y F puntos en las rectas ¢, y /3,
respectivamente, tales que E'F es perpendicular a ellas y E'F pasa por C.

A D

N

Como £ FCE = 90°, entonces

LFCD =90° — KDCE = {ECB = £CBG.
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Ademas, como £ BGC = 90° = LCFD, entonces L BCG = LCDF.Y por
ser BC = CD, utilizando el criterio ALA, tenemos que los triangulos ABGC
y ACFD son congruentes. Se sigue que BG = CF = 4y como GC = 3,
utilizando el Teorema de Pitagoras, tenemos que

BC? = 3% 4+ 47 = 25.
Por ser AB = BC, de nuevo por el Teorema de Pitagoras, concluimos que:

AC =/ AB2 + BC? = /25 + 25 = 5V/2.

Problema 18. (Problema 28 del Examen Canguro de 2006) ¢ Cuanto vale a—b
sia = 124224324 -420142y b = (1x3)+(2x4)+(3x5)+---+(2012x2014)?

Solucion 1
Observemos que el n-ésimo término de b esta dado por n(n + 2), entonces la
suma de los 2012 términos se puede expresar como

2012

b= k(k+?2).

De esta manera a — b se puede expresar de la siguiente manera:

2014 2012
a—b = > K-> kk+2)
k=1 k=1

2012
= (2013)°+ (2014 =2 > "k
k=1

— (2013)2 + (2014)% — 2 [%]
= (2013)% + (2014)% — (2012)(2013)
= 2013+ (2014)2.

Solucién 2

Observemos que sumando de b se puede escribir de la siguiente forma:
b (-1 xC2+D]+[B-1)xB+1)]+---

+[(2013 — 1) x (2013 +1)]

22 — 1]+ [3% — 1]+ +[2013% — 1]

22 4+ 3% + 4% + -+ +2013% — 2012.

Por lo tanto, obtenemos que:
a—b=1%2+42014% + 2012 = 2013 + 2014>.
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Problema 19. Sobre los catetos AC'y BC del triangulo rectangulo AABC se
construyen exteriormente los cuadrados AKLC y BMNC. Sean Py @ los
pies de las perpendiculares a AB trazadas desde K y M, respectivamente.
Prueba que K P+ MQ = AB.

Solucion 1
Sea R el pie de C en AB. Como CR es perpendicular a AB, entonces

£LACR =90°—LCAB = LABC'y, por ser angulos correspondientes, { ABC =
{PAK.

P A R B Q
Por otro lado, L PAK + 90° es un angulo exterior de AACR, de donde

LPAK +90° = 90° + LACR.

Por consiguiente, {PAK = LACRy, por lo tanto, {PKA = LRAC.
Como AK = AC, por el criterio de congruencia ALA, tenemos que

AKPA~ ANARC,

de donde se sigue que K P = AR.
De manera analoga podemos observar que

ACRB ~ ABQM,

puesto que LRCB = £LQBM,CB = BM y £CBR = £BMQ), lo cual implica
que M@ = RB.

Concluimos que KP + M@Q = AR+ RB = AB, que es lo que queriamos
probar.

Solucién 2
Observemos que L PAK = £{ABC'y LACB = £QBM, por ser angulos co-
rrespondientes. Luego, por el criterio AA, tenemos que

AKPA~ NACB,

de donde ZX = 4K y como AK = AC, entonces AC? = PK - AB.
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P A B Q

De nuevo, por el criterio AA, tenemos que
ABQM ~ NACB,

de donde &4 = B2 y como BM = CB, entonces BC? = QM - AB.
Al considerar que AABC es un triangulo rectangulo, tenemos que

AB? = AC?+CB?
= PK-AB+ AB-QM
AB(PK + QM).

Como AB # 0, concluimos que AB = PK + QM.

Problema 20. (Problema 5 del Quinto Examen Estatal de la 18a. oMM San
Luis Potosi de 2004) Sean C; y C, circunferencias exteriores de centros O; y
O, respectivamente. Se trazan por O; las dos tangentes a la circunferencia
Cs, que intersecan a C; en Py P,y se trazan por O, las dos tangentes a la
circunferencia Cy, que intersecan a Cs en Q y Q’. Demuestra que PP’ = QQ'.

Solucion
Sean R, S, T'y U los puntos de tangencia, como en la figura.
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Observemos que los triangulos AO1TO> y AO,UQO, son congruentes por el
criterio LLL, por lo que tenemos que {0201 P = £0,01P’. Como AO, PP’
es isésceles con O; P = O, P, entonces PP’ y 0,0, son perpendiculares.
Anéalogamente, tenemos que QQ’ y O;0- son perpendiculares.

Sean M y N los puntos de interseccién de PP’y QQ’ con 0104, respec-
tivamente. Luego, como APO; M y AO-O.T comparten el angulo £7010,
y ambos triangulos tienen un angulo de 90°, entonces APO1M ~ AO;O4T.
De donde

O1P-O,T
PM = ———.
0104
De manera semejante podemos expresar el valor de QN como:
O1R-02Q
N=—"—""==
@ 0104

Ademas, por ser radios, O; P = O1 Ry O.T = 0»Q, de esta forma tenemos
que PM = QN.Y como AO; PP’y AO-QQ’ son isésceles, entonces M y N
son puntos medios. Por lo tanto,

es decir, PP’ = QQ'.

Problema 21. (Problema 1 del Examen Estatal de la 5a. oMM Veracruz de
1991) A un dado de madera de forma perfectamente cubica y de n centime-
tros de arista se le practican tres orificios mutuamente perpendiculares que
lo atraviesan completamente de lado a lado, siendo cada orificio de seccidn
cuadrada, esto es, en forma de un prisma cuadrado con caras paralelas a las
caras del cubo.

Los extremos de estos tres orificios o tineles que atraviesan el cubo son
seis cuadrados iguales, cada uno sobre una de las distintas caras del cubo,
con lados paralelos a las aristas del mismo y con el mismo centro con la
cara correspondiente, como se muestra en la figura. Cada uno de estos seis
cuadrados mide m centimetros de lado.

Encuentra el area y el volumen del sélido tridimensional que resulta.

<=

=

§

n

\

m
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Observacion. Aqui el “area” no significa solo el area externa al cubo original,
sino la superficie total de contacto entre el aire y la madera del dado perforado.

Solucidén
Denotemos por A al area de la figura, la cual dividiremos en el area que hay
en cada cara y el area determinada por los tineles, a las cuales llamaremos
area exterior A, e interior A;, respectivamente. Las caras del cubo miden n
y tienen una perforacién de forma cuadrada cuya arista mide m, asi, el area
de cada cara sera el area del cuadrado mayor menos el area del cuadrado
pequefio y dado que tenemos 6 caras, entonces A, = 6(n? — m?).

Notemos que cada agujero tiene la forma de un prisma rectangular de lado
m x n Y base cuadrada de lado m, los cuales se intersecan en un cubo de
lado m.

«7

\

n

Esta interseccion nos genera 6 prismas de lados “5™ x m. Como estamos

interesados en hallar el area interior, solo contaremos la de las 4 caras que

estan en contacto con el aire, asi A; = 6 [4 (252 - m)| = 12(nm —m?). Final-

mente, tenemos que el area total de la figura es:

A=A, + A; =6n® —18m> + 12nm.

Denotemos por V' al volumen de la figura, observemos que este es igual al
volumen total del cubo menos el volumen de la parte perforada. El volumen
del cubo es n3. El volumen de la parte perforada corresponde al volumen de
los tres prismas rectangulares (3m?2n), menos dos veces el volumen del cubo
en el que se intersecan (2m?), de lo contrario este volumen se cuenta tres
veces. Asi, el volumen total es:

V =n3 — (3m?*n — 2m?).

Problema 22. Sea A ABC un triangulo tal que £ BAC = 70° y {BCA = 35°.
Si D es un punto en la bisectriz de £ BAC tal que BC = 2AD, determina el
valor de £{DBC.

Solucién 1
Sea E la interseccion de BD con AC' y F la intersecciéon de AC con la recta
paralela a AD que pasa por B.
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A
v‘

Tenemos la siguientes relaciones:

ABFC = {DAE = 35° = £BCF,
LABF = {DAB = 35°,

de esta manera ABFC es is6sceles. Se sigue que
2AD = BC = BF.

Por otro lado, utilizando el criterio AA, tenemos que los triangulos AADE'y
AFBE son semejantes, de donde

DE_AD 1
BE BF 2
Lo cual implica que

DE:%BD+DE,

por lo tanto BD = DE. De esta manera AD es bisectrizy mediana de AABFE,
por lo que este Ultimo es isésceles. Luego L ABE = L{AEB = 55°.

Concluimos que

£DBC =180° — {BFC — {BCA — {ABF — {ABE
= 180° — 35° — 35° — 35° — 55°
= 20°.

Solucién 2

Sea E un punto en AC tal que AB = BE, por lo que L AEB = 70°; de donde
se sigue que L BEC = 110°. Luego L EBC = 35°, lo cual implica que ABCFE
es isésceles con BE = EC.
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5 M c
Sea M el punto medio de BC. Como MC = AD por hipotesisy AB = BE =

EC, por el criterio LAL tenemos que AABD y ACEM son congruentes. Co-
mo ABCE es isbésceles, la mediana EM también es altura. De esta manera,

£LADB = LCMFE = 90°.
Por lo tanto,
KLABD =180° — {BAD — LADB
= 180° — 35° — 90°
= 55°.
Finalmente, obtenemos el valor del angulo:
£DBC =180° — {BCA{BAC — £ABD
= 180° — 35° — 70° — 55°
=20°.
Problema 23. (Problema A del Examen Estatal de la 15a. OMM Veracruz de

2001) Encuentra todos los niumeros menores que 1000 que son iguales al
triple de la suma de sus cifras.

Solucidén
Sea n = abc con a, by c digitos. Queremos

100a + 10b+ ¢ = 3(a + b+ ¢).

Observemos que el nimero mas pequeio es 0 y el mas grande es 999, en-
tonces el numero n debe cumplir 3(0+0+4+0) =0<n <81 =3(9+9+9), es
decir, n es un nimero de a lo mas dos cifras (por lo que a = 0). Tenemos los
siguientes casos:

1. Si n es de una cifra, se tiene que cumplir 3¢ = ¢, por lo tanto c = 0 y
entonces el nimero buscado es n = 0.

2. Si n es de dos cifras, se tiene que cumplir lo siguiente:

3(b+c) = 10b+c
2¢c = Tb
2
b = -—c

7
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Como by ¢ son digitos, tenemos dos opciones:

m Sic =7, entonces b = 2, asi, el nUmero buscado es n = 27.
m Sic =0, entonces b = 0, lo cual nos conduce al caso 1.

Concluimos que los nimeros menores que 1000 que satisfacen las condicio-
nes del problema son 27y 0.

Problema 24. (Problema 3 del Examen Final de la Categoria B, de las XXX
Olimpiadas Portuguesas de Matematicas de 2012) Helena y Luis jugaran un
partido con dos bolsas de canicas. Ellos juegan alternadamente y cada jugada
consiste de alguno en los siguientes movimientos:

m Retirar una canica de una de las bolsas.
m Retirar una canica de ambas bolsas.
= Mover una canica de una bolsa a otra.

Gana quien deja ambas bolsas vacias.

Antes de comenzar a jugar, Helena contd las canicas de cada bolsa y le
dijo a Luis: “puedes comenzar tU”, mientras piensa: “si él comienza seguro
voy a ganar”.

¢ De qué manera podrian estar las canicas distribuidas en las bolsas para
que lo que piensa Helena sea cierto?

Solucidén

Sea PP la situacion en la que en ambas bolsas hay un nimero par de canicas,
PI cuando en una bolsa hay un nimero par de canicas y un nimero impar en
la otra bolsa y, finalmente, Il es la situacién cuando en ambas bolsas hay un
ndmero impar de canicas.

Si inicialmente se tiene la situacion PP, después de que Luis realice su
jugada necesariamente se obtiene: Pl o Il. En cada caso, Helena puede re-
gresar a la situacion PP, disminuyendo, ademas, el nimero total de canicas
en cada bolsa. De esta manera, Helena eventualemente podra dejar ambas
bolsas vacias ganando de esta forma el juego.

Si inicialmente se tiene la situacién Pl o I, entonces Luis puede retirar una
canica de una de las bolsas para obtener la situacion PP y, por lo tanto, ganar
la partida.

Problema 25. (Problema D del Examen Estatal de la 14a. oMM Veracruz de
2000) Dados tres niumeros enteros positivos se pueden realizar seis diferentes
cocientes con ellos. Encuentra todas las ternas de nimeros enteros positivos
consecutivos, tales que la suma de los seis posibles cocientes sea un entero.

Solucion
Sean a, b, c nUmeros consecutivos y
b ¢

a a
n=—+-+-+-+
b ¢ a c

C

L
b a
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Sia=xz—-1,b=xyc=x+1conxz e Z, entonces el valor de n se puede
expresar como:
z—1 T z+1 x—1 x+1 T 6

= :6 M
" T +a:+1+a:—1+a:+1+ T +x—1 +x2—1

Como queremos que n sea entero, entonces x? — 1 debe dividir a 6 y ademas
z2 —1<6.

Como = > 2, entonces x2 — 1 crece cuando z crece, y va tomando los
valores siguientes: para z = 2, 2> — 1 = 3; paraz = 3, 2> — 1 = 8. Para este
altimo caso 22 —1 = 8 > 6, por lo que no se cumplirian las condiciones dadas.
Por lo tanto, la Unica solucién es « = 2, es decir, la terna dada pora = 1,b = 2
yc=3.

Problema 26. (Modificacion del Problema 4 de la xxxvi1 Olimpiada Matemati-
ca Espanola Fase Nacional 2001) Los numeros enteros del 1 al 9 fueron dis-
tribuidos en las casillas de una tabla de 3 x 3. Después se sumaron seis
nuameros de tres digitos: los tres que se leen en las tres filas de izquierda a
derechay los tres que se leen en las columnas de arriba a abajo. ¢ Hay alguna
distribucion para la cual el valor de esta suma sea 20147?

Solucion 1

Sea (a1, aq,...,a9) alguna permutacion de (1,2,3,...,9). Supongamos que
la cuadricula fue llenada como se muestra en la tabla y que este acomodo
garantiza que la suma de los 6 numeros de 3 digitos sea igual a 2014.

al ag as
a4 | A5 | G
ar | as | Gg

Entonces, de acuerdo a las condiciones del problema, tenemos que

2014 = ajasas + asasag + aragag + ajasar + asasas + azagdy
(100a; + 10az + a3) + - - - + (100a3 + 10ags + ag)
= 100(2a1 + a4 + a7 + a2 + a3) + 10(az + 2a5 + ag + a4 + ag)
+(as + ag + 2a9 + a7 + ag)
= 99(2a1 + a4 + a7 + a2 + a3) + 9(az + 2a5 + as + a4 + ag)
+2(a1 + a2 + as + a4 + a5 + ag + ay + as + ag)
= 99(2a1 + a4 + a7 + a2 + a3) + 9(as + 2a5 + as + a4 + ag) + 2(45),

9 9
donde la ultima igualdad se debe a que > a; = >_ k = 45. Dado que 9 divide
i=1 k=1
a cada uno de los términos de la suma, deberiamos tener que 9 divide a 2014,
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, no es posible tener una distribucién

de los enteros del 1 al 9 que cumpla con las condiciones del problema.

Solucién 2
Denotemos cada una de las casillas del tablero con las letras a, b, ¢, d, e, f, g,
h e i como se ve en la siguiente tabla:
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albl|c
dlel|f
glh| i

En ella, cada letra representa alguno de los enteros del 1 al 9. De acuerdo a
las condiciones del problema se cumple que

abc+ def + ghi 4+ adg + beh + cfi = 2014.

Tenemos entonces las siguientes ecuaciones:

c+f+g+h+2i = 10k+4,
b+h+d+f+2e+k = 10m—+1,
b+g+d+c+2a+m = 20.

Al despejar m de la tercera ecuacion y sustituirla en la segunda, obtenemos

20a + 11b + 10c + 11d + 2¢ + f + 10g + h + k = 201.

Al despejar k de esta y sustituirla en la primera de las ecuaciones anteriores
obtenemos la relacion siguiente:

2014 =

200a + 110b 4 101¢ + 110d + 20e 4+ 11f + 101g + 11h + 2i
1984 + 108b + 99¢ + 108d + 18¢ + 9f + 99g + 9h
+2a+btetdte+ f+g+h+i)

198 + 108b + 99¢ + 108d + 18¢ + 9f + 99g + 9h + 2(45).

Por el mismo argumento que en la Solucién 1, no es posible tener una distri-
bucion de los enteros del 1 al 9 que cumpla con las condiciones del problema.

Problema 27. (Problema 2 del Examen Final de la Categoria B de las XXX
Olimpiadas Portuguesas de Matematicas de 2012) Considera un triangulo
ANABC y D un punto en el segmento BC, de tal forma que AD es la bi-
sectriz de L BAC y AACD es isosceles con AD = DC. ;Cuél es el menor
perimetro que puede tener AABC, considerando que las longitudes de los
lados de los triangulos AABC y AACD son nimeros enteros?

Solucion

Seana = AC,b= AD = DC, ¢ = BD y d= AB nlimeros enteros.

A
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Como AD es bisectrizde L BAC y AADC es isésceles con AD = DC, en-
tonces
ABAD = ADAC = £BCA.

De esta forma, utilizando el criterio AA, tenemos que AABC y ADBA son

semejantes, de donde
é _b+c a

c d b’
Si k es el maximo comun divisor de b y ¢, entonces b = kx y ¢ = ky con
(z,y) = 1. Por lo tanto, tenemos

d?> =c(b+c) = K’y(z +y),
2 _ b2d? _ k22?k%y(z + y) _ k222 (z + y)
2 %2y y

a

Como (z,y) = 1y a es un entero, entonces y divide a k2. Por otro lado, si
k 'y a tuvieran algun factor en comun, entonces al dividir a, b, ¢ y d por dicho
factor obtendriamos un tridngulo de menor perimetro, con las condiciones que
indica el problema. De esta manera podemos suponer que (k,a) = 1, lo cual
implica que &2 divide a y. Por lo tanto

y =K,
de donde obtenemos las siguientes relaciones:
c=k3,
d? = k*(z + k?),
a® = 2% (x + k).
Por la Desigualdad del Triangulo tenemos que a < 2b. Luego, elevando al

cuadrado, se sigue que z2(x + k?) < 4k?z2, de donde x < 3k2.
Analizando por casos para k, tenemos:

= Sik =1, entonces x < 3y ademas d?> = z + 1 lo cual no es posible.

m Sik = 2, entonces a? = 2%(x +4), b = 2x, ¢ = 8, d*> = 16(x + 4) con
x < 12. Entonces, el Unico caso en el que a es entero ocurre cuando
x =5y, de estamanera, a = 15, b =10, ¢ = 8 y d = 12. En este caso el
perimetro de AABC es

15+10+ 8+ 12 = 45.

m Si k > 3, entonces d > ¢ > 27, por lo que el perimetro de AABC' es
mayor que 54.

Concluimos que el menor perimetro que puede tener AABC' es 45.

Problema 28. (Problema 4 de la Segunda Fase Nivel 3-A de la Olimpiada
Brasilena de Matematicas de 2012) Los dos menores nimeros primos de la
forman?+5son62+5 =41y 12245 = 149. ;Cual es el tercer menor nimero
primo de esa forma?
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Solucidén
Primero notemos que si n es impar, entonces n? + 5 es par y mayor que 2,
es decir, no es primo. Por lo tanto, n debe ser par. Ademas, sin = 3k + 1,
entonces

n?+5=9k2+6k+6

es multiplo de 3 y mayor que 3, es decir, no es primo. De donde n es multiplo
de 3y, por tanto, es multiplo de 6.

Asi, los préximos candidatos a primos son 182 + 5y 242 + 5 pero ambos
son multiplos de 7. El nimero 30% + 5 es multiplo de 5. El proximo nimero
a probar es 36% + 5 = 1301, el cual es, en efecto, un nimero primo, esto lo
podemos verificar revisando si es divisible por los primos hasta 36.

Problema 29. (Problema 3 de la Segunda Fase Nivel 3-B de la Olimpiada Bra-
silefa de Matematicas de 2012) Sean ABC'D un cuadrado, E el punto medio
del lado BC y F el punto medio del lado C'D. Se construyen los triangulos
equilateros AABG y ABEH de forma que G esté en el interior del cuadrado
y H en el exterior. Determina el angulo agudo entre las rectas BF y GH.

Solucion
Sea M el punto medio de AB.

A D
G

M F
K

E
B c
H
Notemos que
AGBH = AGBE+ A{EBH

= (90° — LGBA) + 60°
= (90° —60°) + 60°
= 90°
y también que BG = AB = 2MB. Ademas, en ABMF, {BMF = 90° y

MF = 2BFE = 2M B. Luego, por el criterio LAL, AGBH y AFM B son con-
gruentes. Por lo tanto, sia = L BGH, entonces { FBC = { BFM = { BGH =
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a. Luego, £GBF = 30°—«. Si K es la intereseccion de GH con BF', tenemos
que

ABKH = 4ABGH + AGBF
= a+30° -«
30°.

Problema 30. Supongamos que tres circunferencias se intersecan en dos
puntos A y B. Una recta que pasa por A corta a las circunferencias en los
puntos D, E'y F. Sean {p, {g y {r las rectas tangentes en los puntos D, E'y
F, respectivamente. Si {p y ¢r se cortanen P, gy {r se cortanen Q, {r Yy
£p se cortan en R, demuestra que PBQR es un cuadrilatero ciclico.

Solucién
Como /p y ¢ son rectas tangentes, entonces

{RDA = KABD,
{RFA = A{ABF.

Al considerar la suma de los angulos internos de ADF' R tenemos:

£ADRF 4+ ADBF ADRF + £ABD + LABF
ADRF + ARDA+ £LRFA

= 180°.

Luego, BFRD es ciclico.
Por otro lado, al ser ¢ y ¢ tangentes, tenemos

£PDB = AKDAB
= APEB.

Luego, BEDP es ciclico.
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Finalmente, considerando que los cuadrilateros BFRD y BE D P son cicli-
cos, tenemos las siguientes igualdades:

4BDE
= 4BDF
4BRF
= 4BRQ.

£BPQ

Concluimos que PBQR es un cuadrilatero ciclico.

Problema 31. (Problema C del examen selectivo de la 20a. OMM Veracruz de
2006) Considera los coeficientes binomiales

(:)

con n < 30. 4,Cuantos de ellos son impares?

Solucion
Por el Binomio de Newton tenemos que

e () () (1))

Estos elementos aparecen en los renglones del Triangulo de Pascal de la
siguiente manera:

()

G G

Lo que nos interesa es la paridad de cada uno de los nimeros del Triangulo
de Pascal, por lo que pondremos 0 si el nUmero es par y 1 si es impar:
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1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

A este triangulo le denominaremos el Tridngulo de Pascal binario. Denote-
mos por Aj al Triangulo de Pascal binario, desarrollado hasta la k-ésima fi-
la 'y o(Ag) el nimero de coeficientes impares en Aj;. Demostraremos que
0(Agn) = 30 (Agn-1) y que la Ultima fila de As» no contiene ceros, lo haremos
por induccion.

Para n = 1 es claro que o(Aj1) = 3, mientras que o(Aq) = 1y, ademas,
A, no tiene ceros en su ultima fila, asi se cumple para n = 1. Supongamos
ahora que se cumple para n = k, demostraremos que se vale paran = k + 1,
ya que la dltima fila de As» no tiene ceros, la fila 2 + 1-ésima contiene solo
el primer y el ultimo elemento el nimero 1, el resto son 0. Asi que a partir de
esta fila se empiezan a construir dos triangulos idénticos a A,., con raiz en
cada uno de los extremos, tal como se muestra en la siguiente figura:

AN
AVAN

Cabe mencionar que el triangulo de enmedio es de solamente ceros, y de
este modo el triangulo A,.+: contiene su Ultima fila de puros 1 y, ademas,
O(A2n+1) = 30(A2n).

En nuestro caso, estamos hablando del triangulo Az;; notemos que

0(Asz) = 30(Ag) = --- = 3° = 243,
Solo le quitaremos la dltima fila de 1, por lo que
o(Aszy) = 243 — 32 = 211.

Problema 32. (Problema 6 del Examen Nacional de la 11a. oMM de 1997)
Prueba que el nimero 1 se puede escribir de una infinidad de maneras distin-

tas en la forma
1 1 1
l=c4+—+ -+ —,
5 a1 an
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donde ny ai, as, - .., a, SON enteros positivos y 5 < a; < as < -+ < Ay

Solucion
Observemos que si n es cualquier natural, entonces

1 1 1

n_n+1+n(n+1)'

Si usamos esta igualdad en 1 = } + 1 obtenemos que 1 = 1 + (1 +3).

H HI 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Si ahora sustituimos 5 por 3 + g, 3 POr 3 + 13 ¥ 5 POr 7 + g3 obtenemos
una nueva expresion para 1 en la que los denominadores son mas grandes
gue en la expresién anterior. Si repetimos este procedimiento dos veces mas
podemos obtener una expresién en la que el denominador més chico es 5 y

no hay denominadores repetidos; en efecto:

1 =

_|_

=
"

+
T~

D= W=

SN— +
+
7 N

NI

1 1 1
1)+ (7+a)
1 1 1 1 1
E)+(3+%)+(ﬁ+ﬁ)
1 1
13 m)

1 1 1 1 1 1 1
1)+ (ra) (6 m) (@)

1 1 1 1 1
+(E+15 )+(§+%)+<E+M)'

Si reordenamos los términos en la Ultima igualdad obtenemos una expresién
como la solicitada por el problema. Para probar que hay una infinidad de es-
tas vemos que al usar este procedimiento en el término con el denominador

mayor nos lleva a obtener denominadores aun mayores, y esto lo podemos
hacer una infinidad de veces.

_|_
ol
~—

_|_

+ 7 N
— =

O = oo =

o+

gl g|=
SN— —+

I
e s e e NI e N VT i Ve
/\/—\ﬂkl)—‘ W =

|~
(=}

Problema 33. Demuestra que 2 +4 + - -- + 2010 es divisor de
92011 4 42011 o . 4 90102011,
Solucién 1
Primero calculemos la siguiente suma:
244442010 = 2(1 42+ --- + 1005) = (1005)(1006).

Ya que 1005 y 1006 son primos relativos, basta demostrar que tanto 1005 como
1006 son divisores de 22011 4 42011 4 ... 4 20102011,
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Ahora notemos que

22011+42011 NI 20102011
:22011 (12011 + 22011 4+t 10052011)
:22011(12011 + 10042011) + .. + 22011(5022011 _|_ 5032011)
4 22011(10052011).

Recordemos que si a y b son enteros positivos y si n es un ndmero impar
positivo, entonces a + b divide a o™ + b™. Con esta observacion tenemos que
1 + 1004 divide a 129! 4 1004%°!! y, asi, sucesivamente, hasta llegar a que
502 + 503 divide a 5022011 4 5032011, Por lo tanto, 1005 divide a 22011 4 42011 4
.-+ 420102011,

Utilizando el argumento anterior vemos que 1006 divide a la suma

92011 4 42011 o . 4 901()2011
:(22011 + 20102011) + (42011 + 20082011) +..
+ (1004 +1008%") + 1006°°"
:22011(12011 + 10052011) 4.
+ 22011(5022011 4 5042011) + 10062011,

que era lo que faltaba.

Solucion 2

Notemos que 2 +4 + - - - + 2010 = (1005)(1006) y que 2291 + ... + 2010291 =
22011(12011 4 ... 4+ 10052°11). Dado que 1005y 1006 son primos relativos, basta
probar que tanto 1005 como 1006 son divisores de 22011 (12011 ...+ 10052011),

Ahora, por el Binomio de Newton, se tiene

1004%°* =(1005 — 1)20!

2011 2011
:( 0 )10052011(—1)0+( . )10052010(—1)1+---

2011
1005°(—1)2011
+(2011) 005" (—1)=""",

es decir,
1004701 = —(1)2011 (méd 1005).

De manera analoga, se tienen las siguientes congruencias:

1004%°11 = —(1)%11 (méd 1005),
1003201 = —(2)2911  (méd 1005),
5032911 = —(502)2°1t  (méd 1005).
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Al sumar estas congruencias y agrupando, obtenemos
12010 4 920 4 100429 + 100529 =0 (méd 1005).

Con esto tenemos que 1005 divide a 22911 (12011 4 ... 4+ 10052011),
Analogamente, tenemos

100521 = —(1)%11 (méd 1006),
100471 = —(2)211 (méd 1006),
504291 = —(502)2°11  (méd 1006).

Al sumar estas congruencias, obtenemos
1201 502201 4504201 oL 4100479 100521 =0 (méd 1006).
Finalmente,

92011 .. 4 90102011
=220 4. £ 100471 + 10067 + 100877 + - - 4 2010%°M
E22011(12011 + - + 5022011 + 5042011 + . + 10042011 + 10052011)

+ 10062011
=22"1(0) + 0 (méd 1006),

es decir, 1006 divide a 22011(12011 4 ... 4+ 1005%011), que era lo que faltaba.

Problema 34. La suma de cuadriculas del mismo tamarno, con humeros es-
critos en sus casillas, se efectua casilla por casilla, por ejemplo:

12+10+20_42
314 011 310 |6]5

Dado un entero positivo n, diremos que una cuadricula es n-balanceada si tie-
ne numeros enteros escritos en sus casillas y si la diferencia entre los nime-
ros, escritos en cualesquiera dos casillas que comparten un lado, es menor o
igual que n.

1. Muestra que toda cuadricula 2n-balanceada (de cualquier tamano) se
puede escribir como suma de 2 cuadriculas n-balanceadas.

2. Muestra que toda cuadricula 3n-balanceada (de cualquier tamano) se
puede escribir como suma de 3 cuadriculas n-balanceadas.

Solucién
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. Sea A una cuadricula 2n-balanceada. Denotaremos por a;; al elemento

de la i-ésima fila y j-ésima columna de A. Definamos dos cuadriculas
By C con las mismas dimensiones que A, donde los elementos de B
y C se construyen como sigue: si a;; = 2k, entonces b;; = ¢;; = k, Yy Si
a;; = 2k+1, entonces b;; = ky ¢;; = k+1; en el primer caso deducimos
que k < nYyenelsegundo que k + 1 < n.

Ahora, supongamos que a;; — as; < 2n Yy, sin pérdida de generalidad,
que a;; > Qgt-

Caso 1: Cuando a;; ¥ as: son pares, b;; — by, = ¢ij — cot = n.

Caso 2: Cuando a;; =2k +1yas =20+ 1con kylenteros, a;; —as =
2(k —1) < n. De aqui tenemos que b;; — bss = ¢;j —cst =k —1 < n.
Caso 3: Cuando a;; = 2k + 1y ass = 2l, la hipbtesis nos dice que
aij —ase =2k +1—20 <2n,deaqui2(k —1)+1<2(k—1)+2<2n,
por lo que (k —1)+ 1 < n. Asi, tenemos que b;; —bss = k—1 < ny
cij—cst =k+1—-1<n.

Caso 4: Cuando a;; = 2k y a5, = 21+1, la hipdtesis nos dice 2k—2]—1 <
2n, lo cual implica que 2(k — 1) < 2n. Asi, bj; —bss = k—1 < ny
cij—cst:k—l—lgn.

Por lo tanto, B y C' son n-balanceadosy A = B + C.

. Andlogamente, supongamos que A es 3n-balanceado. Definamos tres

cuadriculas B, C'y D de la siguiente manera: si a;; = 3k, con k un entero
no negativo, entonces b;; = ¢;; = d;; = k; si a;; = 3k + 1, entonces
bij = cij = kydiyj =k +1;finalmente, sia;; =3k +2,sean b;; = ky
Cij Zdij =k+1.

Con estotenemos que A = B+C+D yque B, C'y D son n-balanceados.

Problema 35. En un triangulo AABC se tiene que {ABC = LACB = 80°.
Sea P un punto en el segmento AB tal que <{BPC = 30°. Demuestra que
AP = BC.

Solucidén
Construyamos el triangulo equilatero AABQ, de tal manera que Q esté del
mismo lado que C respecto a la recta AB.

A
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Como AB = AC (ya que £ABC = LACB = 80°) tenemos que AC = AQ,
de modo que AACQ es is6sceles. Como LCAQ = 40°, entonces LACQ =
£LAQC = 70°. Similarmente, como £ ABQ = 60°, tenemos que

LCBQ = 20° = {BAC,

de manera que LACP = {BPC — {BAC = 10°. Luego, £CBQ = LPAC =
20°, LCQB = LACP = 10°y BQ = AC, es decir, los triangulos ABCQ y
NACP son congruentes, de donde BC = AP.

Problema 36. (Problema 3 de 35a. Olimpiada Matematica Espanola Fase
Nacional 1999) Sobre un tablero en forma de triangulo equilatero, como el
que se indica en la figura, se juega un solitario. Sobre cada casilla se coloca
una ficha. Cada una es blanca por un lado y negra por el otro. Inicialmente,
solo una ficha, que esta situada en un vértice, tiene la cara negra hacia arriba;
el resto tiene la cara blanca hacia arriba. En cada movimiento se retira solo
una ficha negra del tablero y se da la vuelta a cada una de las demas que
ocupan una casilla vecina (casillas vecinas son las que estan unidas por un
segmento).

Determina si después de varios movimientos es posible quitar todas las
fichas del tablero.

Solucién 1

Podemos clasificar las casillas de la figura en tres tipos: las de los vértices,
las de los lados del triangulo pero que no son vértices, y la del centro. Las de
los vértices tienen 2 casillas vecinas, las de los lados, 4, y la del centro 6, es
decir, todas tienen un nimero par de vecinas.

Demostremos por contradiccién que no es posible quitar todas las fichas
del tablero con las reglas del juego. Supongamos que se pueden retirar todas
las fichas; entonces en el Gltimo paso se tenia una Unica ficha negra, la cual al
inicio del juego debid ser blanca, es decir, debié cambiar de color un nimero
impar de veces, pero una ficha cambia de color cuando una ficha vecina es
retirada. Esto es una contradiccion, pues todas las casillas tienen un nimero
par de vecinas.

Solucién 2

Como inicialmente solo hay una ficha negra, el primer movimiento debe em-
pezar con esta y notemos que no importa en cudl vértice esta situada pues el
triangulo es equilatero.
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Numeremos las posiciones de las fichas como en la figura y supongamos
que la ficha negra inicial esta colocada en la posicion 1.

El primer movimiento es quitar la ficha en la posicion 1, con lo cual las fichas
en las posiciones 2 y 3 se vuelven negras. Dado que estas son simétricas, el
siguiente movimiento llevara al mismo resultado, independientemente de cual
quitemos.

Supongamos que quitamos la ficha en la posicién 2, entonces las fichas
de las posiciones 5 y 6 cambian de color. En este caso, ya no existe simetria,
por lo que debemos analizar los dos posibles movimientos:

1. Si quitamos la ficha en la posicién 6, entonces las fichas en las posicio-
nes 7y 8 se vuelven negras, mientras que la ficha en 5 vuelve a blanca.
Nuevamente tenemos dos casos por analizar:

a) Siquitamos la ficha en la posicién 8, entonces las fichas en la posi-
cién 5y 9 cambian a negro y la ficha en 7, a blanco y queda aislada
(sin fichas vecinas), por lo que no es posible quitar todas las fichas
del tablero.

b) Si quitamos la ficha en la posicion 7, entonces la ficha en 8 cam-
bia a blanco. Esto hace que todas las fichas en el trablero sean
blancas, por lo que no podemos retirar el total de ellas.

2. Si quitamos la ficha en la posicién 5, entonces las fichas en las posi-
ciones 3, 4, 8 y 9 toman el color negro. Como queremos que todas las
fichas sean removidas del tablero, observamos que para remover las
fichas en las posiciones 6 y 7 debemos auxiliarnos de la ficha en 8.

Cuando removemos la ficha en la posicion 8, las fichas en 6 y 7 se
vuelven negras; sin embargo, dado que estas son vecinas, al remover
una la otra toma el color blanco y, ademas, queda aislada, evitando asi
remover todas las fichas del trablero.

En conclusién, no es posible retirar todas las fichas del tablero con las reglas
del juego.

Problema 37. (Problema del Concurso Nacional de la Olimpiada de Ma-
tematicas de Colombia de 1997) Considera una cuadricula de m por n y tres
colores distintos. Se desea colorear cada segmento de la cuadricula con al-
guno de los tres colores, de modo que cada cuadro de 1 x 1 tiene dos lados
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de un color y dos lados de un segundo color. ;De cuantas maneras es esto
posible?

Solucién 1

Llamemos A, By C a los colores. Analicemos primero elcasom =2yn =1
y contemos de cuantas formas podemos pintar esta cuadricula iniciando por
el borde superior y los bordes izquierdos. Como cada uno de los bordes men-
cionados se puede pintar de 3 colores, entonces hay 32 formas de pintarlos.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el borde superior es pintado de
color A. Luego, el borde izquierdo del cuadro superior puede ser coloreado
de color A o bien de otro color, digamos de color B. Para cada uno de estos
casos, el resto de los bordes en la cuadricula de 2 x 1 se colorean de dos
formas diferentes, segun las reglas del problema. Asi, la cuadricula de 2 x 1
se puede colorear de 32 - 22 maneras.

Este resultado nos hace pensar que una cuadricula de m x n se pue-
de colorear de 3™*" . 2™ maneras. Verifiguemos dicho resultado. Si al igual
gue antes pintamos los bordes superiores e izquierdos de la cuadricula, en-
tonces cada segmento de esta tiene 3 opciones de color, es decir, se tienen
3™.3" = 3™*" opciones. Si consideramos el cuadro de 1 x 1 superior izquier-
do y coloreamos el borde superior de este, entonces tenemos dos opciones
para colorear el cuadro completo. Si seguimos coloreando los cuadros adya-
centes a este, cada uno de ellos tendra 2 opciones para ser coloreado. De
esta manera, terminamos de colorear la cuadricula después de 2™" formas
(total de cuadros de la cuadricula). Asi, el nimero total de maneras en que se
puede colorear la cuadricula de m x n es 3™+ . 2mn,

Solucion 2
Llamemos a los colores A, B, C' y sea a, €l nimero de formas de colorear
una cuadricula de 1 x n, dada la coloracién de los segmentos superiores.

Para n = 1 supongamos, sin pérdida de generalidad, que el segmento su-
perior es de color A. Entonces, hay 3 maneras de elegir el segundo segmento
de color A, y 2 maneras de elegir el color de los dos segmentos restantes,
dando un total de a; = 3 - 2 = 6 coloraciones.

Ahora, buscamos como estan relacionados a(,1y con a,. Dada cualquier
coloracion de un tablero de 1 x n, supongamos, sin pérdida de generalidad,
que el Ultimo segmento vertical a la derecha es de color A. Al agregar un
cuadrado al lado derecho de la cuadricula de 1 x n obtenemos una cuadricula
de 1 x (n+1), donde la parte superior del nuevo cuadrado es desconocida. Si
el nuevo segmento superior es color A, entonces hay 2 maneras de elegir el
color de los dos segmentos restantes; si no es de color A, hay dos maneras de
elegir cual de los dos segmentos restantes es de color A. Entonces a,, 1) =
2a,, de donde obtenemos que

Ay = 2(1(”_1) = 2(2a(n_2)) =
— 2n_1a(n—(n—1)) — 277,—1a1
=2""1(3.2)=3.2"
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Como el problema original nos pide considerar una cuadricula de m x n, te-
nemos 3™ maneras de colorear los segmentos superiores y 3 - 2™ maneras de
colorear cada fila siguiente (m filas), dando un total de 3™*+™ . 2" coloracio-
nes.

Problema 38. Considera el conjunto de nimeros {1,2,3, ..., 99,100}.

1. Si se escogen 51 de ellos, muestra que hay dos que no tienen ningln
divisor primo comdn.

2. Si se escogen 51 de ellos, muestra que hay dos, tales que uno divide al
otro.

Solucion

1. Consideremos las 50 parejas de nUmeros consecutivos (1, 2), (3,4),.. .,
(99,100). Por el Principio de Casillas, dentro de los 51 nimeros escogi-
dos hay dos numeros que pertenecen a una de las parejas anteriores
(n,n + 1). Si suponemos que hay un nimero primo p que divide a n
y a n + 1, entonces también divide a su diferencia; es decir, p divide a
n+1—n = 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, la pareja (n,n+1)
no tienen ningun divisor primo comun.

2. Consideremos los 50 numeros impares 1,3,5,...,99 y los correspon-
dientes 50 conjuntos Cy, formados por la multiplicacién del impar & por
potencias de 2. Asi, los conjuntos C}, tienen la forma

C, = {1,2,4,8,16,...},
Cy = {3,6,12,24,48,..},
Cs = {5,10,20,40,80,...},

Por el Principio de Casillas, dentro de los 51 nimeros existen dos dife-
rentes que pertenecen a algun Cy, estos son de la forma k2™ y k2™ para
algun nimero impar k,con 1 < k <99y m # n.

Concluimos que existen dos numeros diferentes, tales que uno divide al
otro.

Problema 39. En el triangulo AABC, la bisectriz interior del dngulo <A y la
mediana trazada a partir de A cortan a BC en dos puntos distintos D y E,
respectivamente. Sea M el punto de interseccion de AFE y la perpendicular a
AD trazada a partir de B. Prueba que ABy DM son paralelas.

Solucién 1
Sea F un punto en el semiplano determinado por BC' que no contiene a A,
tal que ABFC es un paralelogramo.
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Como las diagonales de un paralelogramo se cortan por la mitad, entonces
AF pasa por E, ademas £ BAC + £FBA = 180°. Por otro lado, $4BAC +
£MBA =90°, puesto que AD es perpendicular a BM. Por lo tanto, {M BA =
14FBAY, asi, BM es bisectriz de £ F BA. Utilizando el Teorema de la Bisec-
triz en los triangulos AABF y AABC, tenemos las siguientes igualdades:

AM _BA _AB_ BD

MF BF AC DC’
Pero AB y CF son paralelas. Entonces, por el Teorema de Thales, se sigue
que DM es paralelaa ABy CF.

Solucion 2
Sean J y K los puntos de interseccién de BM con AD y AC, respectivamen-
te.

En el triangulo AABK, la altura A.J es también bisectriz, por lo que también
es mediana, y J es punto medio de BK. Por el Teorema de Thales, JE es
paralela a KC. Sea L el punto de interseccién de £.J con AB. Como LE es
paralela a AC, L es punto medio de AB.
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Considerando que las cevianas BM, ELy AD de AABE son concurren-
tes en J, el Teorema de Ceva nos dice que:

_EM AL BD EM BD
" MA LB DE MA DE’
de donde
EM  ED
MA ~ DB
Por el Teorema de Thales concluimos que AB y DM son paralelas.

Problema 40. (Problema de la Competencia Matematica Austriaco-Polaca de
1996) Se nos ha dado una coleccién de ladrillos rectangulares, ninguno de
los cuales es un cubo. Las longitudes de los bordes son nimeros enteros.
Para cada terna de enteros positivos (a, b, ¢) hay un suministro suficiente de
ladrillos @ x b x ¢. Supongamos que los ladrillos llenan completamente una
cajade 10 x 10 x 10. Ahora,

1. Supongamos que se han utilizado al menos 100 ladrillos. Demuestra que
existen al menos dos ladrillos paralelos; esto es, si AB es un borde de
uno de los ladrillos, A’B’ es un borde de otro y AB es paralelo a A'B’,
entonces AB = A'B’.

2. Demuestra la misma afirmacion con 100 reemplazado por un ndmero
menaor.

Solucion

Probaremos la afirmacién con 97 ladrillos. Para cada nimero entero hasta 16
tabulamos el nimero de ladrillos no paralelos de ese volumen (no permitiendo
ladrillos cubicos ni ladrillos con una dimensién mayor que 10) y su volumen
total:

Volumen | 2 | 3| 4 5) 6 7| 8 9 |10| 12 | 14| 15| 16

Nomero |3 (3|6 | 3|9 |39 6] 9] 15|66/ 12

Total 6191|2415 |54 |21 |72|54|90]| 180 | 74| 90 | 192

Supongamos que no hay dos ladrillos paralelos. Los 90 ladrillos mas pe-
guenos tienen un volumen total de 891, los otros 7 ladrillos tienen un volumen
de al menos 18 cada uno, dando un volumen total de al menos 1017, lo cual
es una contradiccion.

No hemos determinado la constante éptima (uno puede mejorar lo anterior
a 96 con facilidad), pero notemos que un arreglo con 73 ladrillos no paralelos
es posible.

Problema 41. Sea A ABC un triangulo acutangulo. Las bisectrices de L ABC
y L AC B cortan a una circunferencia S que pasa por By C en los puntos M y
N, respectivamente. La recta M N cortaa AB en Py a AC en Q. Demuestra
que la circunferencia inscrita a AABC es tangente a ABen Pya AC en Q
siy solo si BC es diametro.
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Solucidén
Sea I el incentro de AABC, es decir, I es el punto de interseccién de las
bisectrices BM y C'N.

Tenemos que L ABM = £ M BC porque BM es bisectrizde L ABC'y, ademas,
AMBC = LMNC porque el cuadrilatero BNMC' es ciclico. Por lo tanto,
£ABM = LM NC, de donde el cuadrilatero BPNT es ciclico y

£BNI = ABPI.

Anéalogamente, L ACN = £ NCB porque CN es bisectrizde L ACB,y ANCB =
£ N M B porqgue el cuadrilatero BN M C es ciclico. De esta manera, L ACN =
AN M B, por lo que el cuadrilatero CM QI es ciclico y, asi,

LCMI = £CQI.

Finalmente, observemos que el incirculo de AABC es tangente a AB en
PyaAC en @ siy solo si £{BPI = 90° = LCQI; esto es, equivalente a
que £LBNI = 90° = LCM]I. Es decir, la circunferencia inscrita a AABC es
tangente a ABen Pya AC en Q siy solo si BC es diametro de S.

Problema 42. Demuestra que existe un entero positivo n tal que

(vaoss - vaoi2) " = v - v 1.

Solucion
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Observemos que

2014
(\/2013 —\/2012)

= (04 ()™ (204 (o)™ (v
o (2014) (\/M) 2014

1007

_ Z (2014) (\/M)Qk (\/M)Qom_zk

)
S
=
=~

1006
2014 2k+1 2014—(2k+1)
-3 ( ) (vaois) " (vaoi2)
k=0

2k +1
1007
2014 _
=y ( gk ) (2013)" (2012)"007*
k=0
1006
V2013 2014 ———\ 2k 2014—2k
V2012 Z (2k+ 1) ( 2013) (” 2012)
1007
2014 -
=y ( gk ) (2013)" (2012)"007*
k=0

1006
/2013 2014 _
Norbi Z (2k+1> (2013)" (2012)"°°7*

De la misma forma podemos ver que

1007

2014 2014 B
(\/2013+ \/2012) = Z ( gk ) (2013)" (2012)'°7*
k=0
1006
L V2013 2014 _
\/W Z <2k+ 1) (2013)* (2012)'7".
Llamemos
1007
2014 _
a = 3 ( ok ) (2013)" (2012)'°°7 % |
k=0

1006
201 2014 _
B = \/%Z <2k0+ 1) (2013)* (2012)" 007"

Entonces, « es un entero mayor a 1 y tenemos

(m_m)zou — a_gs
(\/m_i_\/m)zou _ atB
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De esta manera, obtenemos:

2014

1 = [(\/2013 - \/2012) (\/2013 + \/2012)}
- (vas - vao2)” " (vaois + vaoz)
(

= B)(a+p)
62
De donde 32 = o2 — 1 y dado que « es entero mayor que 1, existe un entero n

positivo mayor que 1, tal que o = n y, en consecuencia, 32 = n — 1. De esta
manera, podemos concluir que para algun n entero positivo se cumple que

(\/2013 - \/2012)2014 —a-B=yvn—vn—1

Problema 43. Sea A ABC un triangulo cuyo lado mas pequeno es BC. Sean
P un punto de AB tal que L{PCB = £BAC y @ un punto sobre AC tal que
£QBC = £BAC. Demuestra que la recta que pasa a través de los centros
de los circuncirculos de AABC y AAPQ es perpendicular a BC.

Solucidén
Sean O y O’ los circuncentros de AAPQ y ANABC, respectivamente. Sea r
el circunradio de AAPQ.

Al considerar la potencia desde B y C respecto al circuncirculo de AAPQ,
tenemos que

BP-BA = BO?*-/?,
CQ-CA = CO*—r2.

Por otra parte, como AABC y ABPC comparten el angulo £ ABC 'y £ BAC =
£PCB, por el criterio AA son semejantes, de modo que BP - BA = BC?.
De manera analoga podemos ver que AABC y ABQC son semejantes, de
donde CQ - CA = BC?.
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Luego, BO? — r?2 = CO? — r2?, de donde BO = CO. Asi, O esta en la
mediatriz del segmento BC. Por lo tanto, O, O’ y el punto medio de BC son
colineales. Concluimos que OO’ y BC' son perpendiculares.

Problema 44. (Problema 3 del Concurso Nacional de la Olimpiada de Ma-
tematicas de Canada de 1997) Demuestra que

L _135 1997 1
1099 ~2 16 1998 " 44

Solucion

Sean
13 5 1997
P=5"17% 1998
2 4 6 1998
1= 35 7 7 1999

Notemos que para cada nimero k € N tenemos que (k—1)(k+1) = k2—1 < k?
y asi 51 < ;£ Ademas, como

1<2 3<4 1997<1998
2 7374 "5 77771998 T 1999

Entonces p < ¢, ya que el nimero de factores de p es igual al de ¢. Lo anterior
implica que p* < pg = 1555 Por lo tanto,

1 1 1
< < = —.
b V1999 V1936 44

Por otra parte,

135 246
2 4 6 2 4 6

(2-4-6---1998)2

1998! 100 (1998
= (9991209 ~ 2

Como ademas tenemos que

1998 1998 1998 1998
91998 _ (1 4 1)1998 _ 1
(1+1) 0 + 1 ot 1998 < 1999 999 /)’

entonces p > 1g55-
Problema 45.

1. Sea X # A el punto de interseccion de la bisectriz de K BAC con el
circuncirculo de AABC. Considera I un punto en AX. Demuestra que
I eselincentrode AABC siysolosi XI=XB=XC.
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2. (Problema 3 de la Olimpiada Australiana de Matematicas de 1982) Sea I
el incentro de AABC. Si Al, BI y C1I se intersecan con el circuncirculo
de AABC en los puntos P, Q y R, respectivamente, demuestra que

AP +BQ+CR > AB+ BC + CA.

Solucion

1. Observemos que {BAX = LCAX = £CBX, de donde XB = XC.
Tenemos la siguiente serie de equivalencias:
I eselincentrode AABC < ACBI = A£ABI
& AIBX —ACBX =ABIX — {BAX
& AIBX = ABIX
& XI=XB=XC.

B N-/ c
X
2. Sea I el incentro de AABC. Por el inciso anterior, se tienen las igualda-

des siguientes:

2IR = AR+ BR > AB,
2IP=BP+ CP > BC,
2IQ = CQ + AQ > CA.
Por otro lado, también se cumplen las siguientes relaciones:
AI +IB > AB,
BI +IC > BC,
CI+1IA>CA.
Al sumar las desigualdades obtenidas tenemos que
2(AI + BI +CI)+2(IP +IQ + IR) > 2(AB + BC + CA),
lo cual implica que:

AP +BQ+CR > AB+ BC + CA.
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P

Problema 46. Demuestra que para cada entero n > 0, el nimero 77" es el
producto de al menos 2n 4+ 3 nUmeros primos no necesariamente distintos.

Solucidén
Procedemos por induccién. Si n = 0, tenemos que 7" 4+1=8=2.2-2esel
producto de 2(0) + 3 = 3 nimeros primos iguales.

Sea A, = 77" + 1 y supongamos que A,, satisface el problema. Demos-
traremos que A,,+1 es el producto de al menos 2(n + 1) 4+ 3 primos no nece-
sariamente distintos. En efecto, notemos que

An+1 = (An - 1)7 +1
= A, [(A40)° = T(A0)° + 21(A,)° +35(A4,)2 — 21(A,) + 7]
= A, [(A)° = 7(An — 1)((A0)? — A, +1)7].

Como 7(A, — 1) =7(7"") = 77"*+1 y 7" 41 es par, tenemos que 7(A, — 1) es
un cuadrado y, en consecuencia, 7(A4,, — 1)((A,)? — A4, + 1)? también. Luego,
An(Ap)S — 7(A, — 1)((A,)? — A, + 1)? es la diferencia de dos cuadrados,
digamos z2 — y2. De aqui que cada uno de los factores = 4y y = — y aporta al
menos un namero primo y, junto con los 2n + 3 factores primos no necesaria-
mente distintos de A,,, tenemos que A, 1 = A, (z + y)(x — y) es el producto
de al menos 2n + 3 + 2 = 2(n + 1) + 3 primos no necesariamente distintos.

Problema 47. (Problema 1 de la XI Olimpiada Iberoamericana de Matemati-
cas de 1996) Sea n un nimero natural. Un cubo de longitud lateral n puede
ser dividido en 1996 cubos, cuyas longitudes laterales tambien son nimeros
naturales. Determina el menor valor posible para n.

Solucidén

Dado que 1996 > 122, tenemos que n > 13, de aqui veamos que n = 13
satisface. Dentro de un cubo de lado 13 podemos poner un cubo de lado 5,
un cubo de lado 4 y dos de lado 2, y llenar lo restante con cubos de lado 1. El
namero de cubos usados es

133 — (5% —1) — (4® — 1) — 2(2% — 1) = 2197 — 124 — 63 — 2(7) = 1996,

como queriamos demostrar.
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Problema 48. (Problema 8.1 del Torneo de Matematicas de Primavera de
Bulgaria de 1997) Encuentra todos los valores reales de m que hacen que la
ecuacion

[ — 2mz — 4(m? +1)] [2% — 4z —2m(m* +1)] =0

tenga exactamente tres raices diferentes.

Solucion 1

Sean P(z) = 2% — 2mx — 4(m? + 1), Q(x) = 2% — 4z — 2m(m? + 1) y R(z) =
P(z)Q(zx), entonces el problema se reduce a hallar todos los nUmeros reales
m tales que R(z) tiene tres raices diferentes. Dado que R(z) es producto de
dos polinomios cuadraticos, este tendra tres raices diferentes cuando P(x)
y Q(z) compartan exactamente una raiz o cuando alguno de ellos sea un
trinomio cuadrado perfecto. Consideremos los posibles casos:

= Si P(x) es un trinomio cuadrado perfecto, entonces P(z) = 22 — 2mx —
4(m?+1) = (z —m)? — 5m? — 4 y asi 5m? + 4 = 0, lo cual implica que
no existe un valor real m.

= Si Q(z) es un trinomio cuadrado perfecto, entonces Q(x) = 2% — 4z —
2m(m2+1) = (x—2)2—2(m*+m+2) y,asi, m>+m+2 = (m+1)(m? —
m + 2) = 0. Como el segundo factor siempre es positivo para todo real
m, entonces la Unica solucion a esta Ultima igualdad es m = —1. Sin
embargo, al sustituir en P(z) y Q(z) obtenemos que P(z) = (x + 1)? —
9= (z-2)(z+4)y Q) = (x - 2)2, por lo que no se obtienen tres
raices diferentes.

Observacion. El valor real m debe ser diferente a 2, en caso contrario se
tiene que P(z) = Q(x) = 22 — 4x — 20 y, entonces, R(z) tendria solamente
dos raices diferentes, cada una de ellas con multiplicidad dos.

m Si P(z) y Q(x) tienen una raiz comun, entonces se cumple que:

Px) = Q(z),
—2mx —4(m? +1) = —4dx—2m(m?+1),
2(m —2)(m* +1) = 2z(m—2).

Haciendo uso de la observacién podemos dividir por m — 2, obtenien-
do que z = m? + 1 es la raiz comln entre P(z) y Q(x). Asi, pode-
mos reescribir P(z) como P(x) = (z — (m? + 1))(z + 4) donde, por las
Formulas de Vieta, se debe cumplir que (m? + 1) — 4 = 2m, es decir,
m? —2m — 3 = (m + 1)(m — 3) = 0. Anteriormente analizamos el ca-
so m = —1y vimos que no cumplia con las condiciones del problema.
Consideremos entonces el caso m = 3. Sustituyendo en P(x) y Q(z)
obtenemos

P(z) = 2®—20z—40= (z —10)(x +4),
Q(z) = 2°—4x—60= (x—10)(z +6),

cumpliéndose asi las condiciones del problema.
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Solucion 2

Al igual que en la solucion anterior definimos P(z) = 22 — 2max — 4(m? + 1),
Q(z) = 2% — 4z — 2m(m? + 1) y R(z) = P(z)Q(zx) y analizamos de la misma
forma los casos en que P(z) y Q(x) son trinomios cuadrados perfectos. Vea-
mos como cambia el andlisis en el caso en que P(x) y Q(x) tienen una raiz
comun.

Supongamos que z — r es un factor comun a P(z) y Q(z), entonces debe
ser factor de P(z) — Q(z) = (2m — 4)x — (2m> — 4m? + 2m — 4) = (2m —
4)(x — r), es decir, se debe cumplir que (2m — 4)r = 2m3 — 4m? + 2m —
4 o, equivalentemente, (2m — 4)r = (2m — 4)(m? + 1). Asim = 20 r =
m? 4 1; para el caso m = 2 tenemos que P(z) = Q(z) = x? — 4z — 20
y obtenemos que R(zx) tiene solamente dos raices diferentes, cada una de
ellas de multiplicidad dos. Asi, el factor comln es » = m? + 1. La conclusion
se sigue como antes, obteniendo que el Unico valor real de m, que hace que
R(zx) tenga exactamente tres raices diferentes, es m = 3.

Problema 49. Una cuadricula rectangular es coloreada como un tablero de
ajedrez, donde cada casilla contiene un numero entero. Se sabe que la suma
de los nimeros en cada fila y la suma de los nimeros en cada columna es
par. Demuestra que la suma de todos los nimeros en las casillas negras es
par.

Solucidn

Supongamos que los colores son blanco y negro, con el cuadrado en la esqui-
na superior izquierda de color blanco. Dado que la suma de todos los niumeros
es par, basta demostrar que la suma de los nimeros en los cuadrados negros
es par.

La suma de la primera (desde arriba), segunda, tercera, etc., filas y la
primera (desde la izquierda), segunda, tercera, etc., columnas es igual a la
suma de todos los cuadrados negros mas el doble de la suma de algunos
de los cuadrados blancos. Dado que esta suma es par, la suma de todos los
nameros en los cuadrados negros es par.

Problema 50. Sea AABC un triangulo acutangulo y sea T' un punto en su
interior tal que L{ATB = ABTC = {CTA. Sean M, N y P las proyeccio-
nes de T sobre BC, AC'y AB, respectivamente. El circuncirculo de AMNP
interseca a BC, AC' y AB por segunda vez en los puntos M’, N’y P’, res-
pectivamente. Demuestra que AM’N’P’ es equilatero.

Solucion
Sean a = LTBC vy 3 = LATCB. Como LATB = {BTC = £CTA = 120°,
entonces

a+p = ATBC+ LTCB
= 180° — 4BTC
60°.
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Ademas, ya que L BPT = £ BMT = 90°, entonces BMT P es ciclico, de don-
de LM PT = LM BT = «. De manera semejante, podemos ver que CNT M
es ciclico, lo cual implica que LM NT = LMCT = B.

Por otro lado, el cualdrilatero PP’ M M’ es ciclico, por lo que £« BM'P’ =
AMPP = {BPT — {MPT =90°—a. Y yaque MM’'N'N también es ciclico
tenemos L CM'N' = AMNN' = LCNT — LMNT = 90° — S5.

Por lo tanto

AP'M'N" = 180°— <BM'P' — LCM'N’
— 180° — (90° — @) — (90° — )
= a+p
= 60°.

Analogamente, podemos probar que los angulos A M'P'N’ = L{M'N'P’' =
60°, de donde concluimos que AM’N'P’ es equilatero.

Problema 51. Encuentra todas las ternas ordenadas (z, y, z) que satisfacen
las siguientes ecuaciones:

r+y+z = 17,
zy+yz+axz = 94,
ryz = 168.

Solucidén

Observemos que z,y y z satisfacen las Férmulas de Vieta para un polinomio
de grado 3, cuyos coeficientes son o1 = 17, 02 = 94y 05 = 168. Luego, =,y ¥y
z son soluciones de la ecuacion

f(a) = a® —17a* + 94a — 168 = 0.



98 CAPITULO 5. SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS DE ENTRENAMIENTO

Como 7 es un factor de 168, veamos que a = 7 es solucién; en efecto,

fla)

a_7:a2—10a+24:(a—4)(a—6).

Entonces, f(a) = (a—T7)(a—4)(a—6). Asi, todas las posibles ternas ordenadas
(z,y, z) son las permutaciones de (4,6, 7).

Problema 52. Sean C; y C> circunferencias concéntricas, con C» en el interior
de C;. Desde un punto A sobre C; se traza una tangente AB a Cy (con B
en C;). Sean C el segundo punto de interseccion de AB con C; y D el punto
medio de AB. Una linea que pasa por A interseca a C; en E y F, de tal
manera que las mediatrices de DE y C'F se cortan en un punto M, en la

recta AB. Encuentra el valor de la razén £22.

Solucién
La potencia del punto A respecto a Cs es :

AE - AF = AB?.

Por otro lado, A
AD-AC:TBQAB:AB?.
Luego, AE - AF = AD - AC. De esta manera, los triangulos AADE y AAFC

son semejantes, por criterio LAL. Asi, {AED = LACF, por lo que el cua-
drilatero DEFC es ciclico.

Como esta sobre las mediatrices de DE y CF, M es el circuncentro de
DEFC. En consecuencia, M también esta en la mediatriz de CD y como M
esta sobre AB, entonces es el punto medio de C'D. Por lo tanto,

AM 5
MC 3



Capitulo 6

Soluciones de la 28a. oMM
Concurso Nacional

6.1. Primer dia

Problema 1. Cada uno de los nimeros de 1 al 4027 se ha coloreado de verde
o de rojo. Cambiar el color de un nimero es pasarlo a verde si era rojo, y
pasarlo a rojo si era verde. Diremos que dos enteros positivos m y n son
cuates si alguno de los numeros 7 o -~ es primo. Un paso consiste en elegir
dos nimeros que sean cuates y cambiar el color de cada uno de los nimeros.
Muestra que después de realizar algunos de los pasos es posible hacer que
todos los numeros de 1 al 2014 sean verdes.

Solucién 1

Primero probaremos inductivamente que podemos poner los nimeros del 1 al
2013 de color verde. Notemos que para cualquier entero positivo n, tenemos
que n Yy 2n son cuates, pues 27" = 2 es un nimero primo. Si 1 es verde, no
lo cambiamos, si es rojo, hacemos un paso en 1y 2, logrando que 1 quede
verde. Supongamos que tras algunos pasos ya quedaron de color verde los
nameros de 1 a j con j < 2013. Si j + 1 es verde, lo dejamos asi, sij + 1 es
rojo, entonces hacemos el paso en j + 1y en 2j + 2. Esto deja los nUmeros
de 1 a j + 1 de color verde, completando el paso inductivo. Tras la induccién
tenemos que los nimeros de 1 a 2013 son verdes. Si después de los pasos
realizados el 2014 quedd verde, terminamos, en caso contrario realizamos
un paso en 2014 y 1007 y un paso en 1007 y 3021, estos ultimos son cuates
porque 3221 — 3. Esto vuelve a 2014 verde y deja a 1007 sin alterar, pues se
cambi6 dos veces. Con estos pasos dejamos a los nimeros del 1 a 2014 de
color verde.

Solucién 2
Demostraremos un enunciado mas general: cada uno de los nimeros del 1
al 2n — 1 es coloreado de verde o de rojo, entonces después de algunos

99
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pasos es posible hacer que 1,2, ..., n sean verdes. Para esto, usaremos una
consecuencia del Postulado de Bertrand: “para todo n > 1, existe un primo p
tal que n < p < 2n”.

Demostraremos el enunciado por induccién sobre n. Si n = 2 tenemos los
nameros 1,2y 3. Si 1y 2 son del mismo color, los podemos cambiar para que
sean verdes. Si no, hacemos paso 1y 3 para que 1y 2 tengan el mismo color
y hacemos el paso anterior, con lo cual 1 y 2 quedan verdes.

Supongamos que el enunciado es cierto paran = k — 1, o0 sea, de la
lista 1,2,...,2(k — 1) — 1 podemos hacer cambios de colores y hacer que
1,2,...,k — 1 sean verdes. Consideremos el caso n = k. Por hipétesis de
induccién usamos los nimeros del 1 al 2(k — 1) — 1 para hacer a todos los
nuameros del 1 al k£ — 1 verdes y tendriamos dos casos:

Si k es verde, ya terminamos.

Si k es rojo, tenemos a su vez dos casos: si k es primo, consideremos
a ¢ como el primo mas grande entre 1 y k — 1, el cual, por el Postulado de
Bertrand, satisface % < q < k — 1; luego hacemos pasos entre k y 1, entre 1
Yy ¢, ¥, finalmente, entre ¢ y 2¢, con lo que los nimeros entre 1 y k£ quedan de
verde. Ahora, si k es compuesto y es par, hacemos pasos entre k y § luego
entre £ y 3% por otra parte, si k es compuesto impar, tomemos a r como el
factor primo mas grade de k, entonces k y % son cuates, por lo que podemos
hacer un paso y volver a k de verde y é se vuelve rojo. Por otro lado, por
el Postulado de Bertrand existe un primo s tal que r < s < 2r, por lo que
podemos hacer paso entre é y % volvemos a é verde y con eso terminamos.

Solucién 3
Diremos que dos nimeros m y n estan conectados si existe un entero k y
enteros ni,...,n, tales que ny = m, npy = nyparatodoj =1,...,k—1

se tiene que n; y n;4+1 son cuates. Esto nos permite hacer pasos en cada
una de las parejas n; y n;+1, para j = 1,...,k — 1. Notemos que tras hacer
todos estos pasos cada entero se cambid de color dos veces excepto ny = m
y nx = n, por lo que si dos enteros estan conectados, entonces podemos
cambiar el color de cada uno de ellos sin alterar nada mas.

A los enteros ng,...,n; les llamaremos el camino entre m y n. Si m esta
conectado con n y n esta conectado con I, entonces al juntar los caminos
concluimos que m esta conectado con [. Ademas, cualquier nimero esta co-
nectado con 1, pues podemos hacer el camino quitando los primos uno por
uno. De esta forma, para cualquier par de enteros m y n tenemos que m esta
conectado con 1 y que 1 esta conectado con n, y, por lo tanto, m esta conec-
tado con n. Esto muestra que cualquier par de enteros estan conectados.

Para resolver el problema procedamos como sigue: para cada n rojo entre
1y 2014 cambiamos simultaneamente el color de n y 4027, esto hace que
todos los enteros entre 1 y 2014 queden verdes.

De hecho, este método permite dejar todos los enteros entre 1 y 4026 de
color verde.

Problema 2. Un entero positivo a se reduce a un entero positivo b si al dividir
a entre sus digitos de las unidades se obtiene b. Por ejemplo, 2015 se reduce
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a 205 — 403. Encuentra todos los enteros positivos que, mediante algunas

reducciones, llegan al numero 1. Por ejemplo, el nimero 12 es uno de tales
enteros, pues 12 se reduce a6y 6 se reduce a 1.

Solucidén
Llamaremos numeros reducibles a los que tras algunas reducciones llegan
a 1. Sabemos que los niumeros 1,2,...,9 son reducibles. Sea M un entero
positivo reducible; sabemos que si se reduce a N, entonces N también es un
namero reducible, por lo tanto podemos construir los nimeros reducibles a
partir de nimeros menores que son reducibles. Sea d el digito de las unidades
de M y supongamos que M > N > 1, ya que estamos buscando soluciones
no triviales. Como M se puede reducir a un nimero menor, tenemos que d no
es 1 ni 0, por la misma razén N no puede ser 1 0 0 (mdd 10).

Tenemos que % = N, entonces M = Nd y considerando esta ecuacién,
maodulo 10, se tiene que

Nd=d (mdéd 10),

es decir:
d(N—-1)=0 (mdd 10).

En consecuencia, 2 y 5 tienen que dividir ya sea a d o a N — 1. No puede
darse el caso en que 2 y 5 dividen a d porque esto implica que d es divisible
por 10, lo cual no es posible, porque d es un digito. Tampoco se da el caso en
que 2y 5 dividen a N — 1 porque esto implica que N tiene al nimero 1 como
ultima cifra, lo cual no es posible por hipotesis. Por lo tanto, los Unicos casos
posibles son:

m 2 divide a d y 5 divide a N — 1. Aqui tenemos que d = 2,4,6,8 y que
N—-1=0 (méd 5). Como N no termina en 1 entonces N =6 (méd 10).

m 5divide ady 2divide a N — 1. Ya que d # 0 se tiene que d = 5. Ahora,
como N =1 (méd 2) entonces N = 3,5,7,9 (méd 10).

Damos una lista de valores iniciales de N y los posibles valores para d:

N d
(a) | 3 5
(b) | 5 5
()| 6 | 2,4,6,8
d)y| 7 5
(e)| 9 5

Al usar los casos (a), (b), (d) y (e) nos damos cuenta que M termina en 5y
solo podemos usar el caso (b) para construir los demas nimeros reducibles,
cuando hacemos que M sea nuestro nuevo N. Por lo tanto, los nimeros para
estos casos son los de la forma (3)5%, 5%, (7)5%, (9)5F.

Ahora, usando el caso (c), al multiplicar 6 por cualquier nimero que no sea
6 no se podran crear mas nimeros reducibles a 1, por ejemplo, si elegimos
6-2 =12, entonces M = 12, pero a partir de este nUmero no podemos crear
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mas reducibles. La Unica opcion de crear nimeros es multiplicando 6 por 6
varias veces y después podriamos multiplicar por otro nimero del paso (3)
que no sea 6 y terminariamos. Por lo tanto, esto nos genera los niumeros
(2)6F, (4)6%, 6%, (8)6F.

En conclusién, los nimeros que cumplen son:

(3)5%, 5%, (7)5", (9)5%, (2)6", (4)6%, 6%, (8)6",
para k > 0.

Problema 3. Sean I'; una circunferencia y P un punto fuera de T';. Las tan-
gentes desde P aT'; tocan a la circunferencia en los puntos Ay B. Considera
M el punto medio del segmento PA y I'; la circunferencia que pasa por los
puntos P, Ay B. Larecta BM interseca de nuevo a I'; en el punto C, la rec-
ta C A interseca de nuevo a I'y en el punto D, el segmento DB interseca de
nuevo a I'; en el punto E y la recta PFE interseca a I'; en el punto F' (con E
entre Py F).
Muestra que las rectas AF', BP y C'E concurren.

Solucién 1

Sean a = L{PBM y T la inteseccién del segmento BM con T';. La potencia
del punto M respecto a la circunferencia I'; es M A2 = MT - M B;y como M
es el punto medio de PA, entonces M P? = MA? = MT - MB.

Por el criterio LAL, lo anterior implica que AM PT y AM BP son semejantes,
puesto que comparten el angulo < PMT'. Por lo tanto, { M PT = {PBM = «.
Al ser A, C, P, B y E conciclicos tenemos que {PAC = £PBC = ay
{APE = {ABE; ademas, por angulos semiinscritos se cumple que L ABE =
LABD = LPAC = «. Por lo tanto, {APE = o = £ M PT, de donde se sigue
que P, Ty FE son colineales.

Como LAPE = APAC, entonces CA y PF son paralelas. Por angu-
los semiinscritos y considerando el cuadrilatero ciclico PBAC tenemos que
LADB = A{PBA = 180°—4PCA, porlo que PC'y BD son paralelas. De nue-
vo, utilizando angulos semiinscritos tenemos {APE = o = {PBT = £BFT,
por lo que PA'y BF son paralelas.
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Como APAC y ABFE tienen lados correspondientes paralelos, entonces
son homotéticos con centro de homotecia la interseccion de AF, BPy CE.

Solucién 2

Sea F’ un punto sobre I'; tal que L PBA = £ ABF". Por angulos semiinscri-
tos tenemos {BF'A = £BAP; se sigue que AAPB y AF’'AB son seme-
jantes. Sea M’ el punto medio de AF’. De la semejanza anterior tenemos
que ABPM es semejante a ABAM'y ABM A es semejante a ABM'F’, en
particular KM BA = £ M’'BF’. Si D’ es la interseccién de BM’ con I'y, consi-
derando los cuadrilateros ciclicos PCAB y AD'F’'B se cumple que {PAC =
APBC = {PBM vy {D'AF’ = KD'BF' = {M’BF’; entonces, por lo anterior
y la semejanza entre AAPB y AF'AB, tenemos que

APAC 4+ ABAP + AF'AB + A D'AF’
= APBC + A{MBA + £{BAP 4+ LAPB
= APBA+ {BAP + {APB
= 180°,

por lo que C, Ay D’ son colineales, de donde se sigue que D = D'.

Como ABPM y ABAM' son semejantes, tenemos £« BMP = £BM'A, de
donde se sigue que BM'AM es ciclico y, por lo tanto, KM BA = L MM'A.
Ademas, como £ DAF’ = KM BA, entonces £ DAF’' = AMM'A vy, por lo
tanto, MM’ es paralela a C'D. Por otro lado, puesto que M y M’ son pun-
tos medios de AP y AF’, por el Teorema de Thales tenemos que MM’ es
paralela a PF’. De esta forma CD, MM'y PF’ son paralelas.

Sea FE’ lainterseccién de PF’ con DB. Por las paralelas anteriores, consi-
derando ademas que BADF" es ciclico y por angulos semiinscritos, tenemos
que {BE'P = {BDA = {BF'A = {BAP. Entonces, BE'AP es ciclico vy,
porlo tanto, E' = FEy F' =F.

Por ser AAPB is6sceles, tenemos que {BAP = £ABP, y de la se-
mejanza de AAPB y AFAB tenemos que {FBA = £BAP. Por lo tanto,
{FBA = £ABP, de donde se sigue que BF'y PA son paralelas.

Se demuestra que BD es paralela a PC como en la Solucién 1y se con-
cluye de la misma forma.
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6.2. Segundo dia

Problema 4. Sea ABCD un rectangulo con diagonales AC'y BD. Sean F el
punto de interseccion de la bisectriz del angulo £C AD con el segmento CD,
F el punto sobre el segmento CD, tal que E es punto medio de DF' y G el
punto sobre la recta BC, tal que BG = AC (con C entre By G). Muestra que
la circunferencia que pasa por D, F'y G es tangente a BG.

Solucién 1
Para demostrar que la circunferencia que pasa por D, F'y G es tangente a
BG basta probar que {FGC = LCDQG.

Sea P la interseccion de AFE con la prolongacion de BC. Por ser AFE bi-
sectriz de 4 DAC, entonces K DAE = LEAC = «, ademas tenemos que
ADAC = LACB = 2a. Como £ACB es un angulo exterior de AACP, en-
tonces LCAP + LCPA = L ACP. Sustituyendo los valores conocidos te-
nemos que a + LCPA = 2aq, lo cual implica que {CPA = «. De donde
ANACP es isésceles con AC = CP. Y como BG = AC = CP, entonces
BC + CG = CG + GP, lo cual implica que BC = GP = AD.

A D

B c G P

Aplicando el Teorema de la Bisectriz a AACD, tenemos 49 = ££ de donde

er = SE porlo que
cc_cp | _cE | _cr
GP GP  EF  EF’

Por el Teorema de Thales, se sigue que F'G y EP son paralelas, por lo que
LFGC = LAPC = a.

Por el criterio ALA, tenemos que ADAH y AGPH son congruentes, por
lo que AH = HP. Y como AACP es isésceles, entonces CH también es
altura. Por lo tanto LADC = 90° = LAHC'y, asi, el cuadrilatero ACHD es
ciclico. Luego £CDH = LCAH = a = LFGC como queriamos demostrar.

Solucion 2
Sea M el punto medio de DG y E’ la interseccién de AM con DC. Co-
mo AGBD es is6sceles, tenemos que BM es perpendicular a DG. Como
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ADCG es rectangulo, tenemos que CM = GM. Por simetria, tenemos que
AM = M B. Ademas, por construccion, tenemos que AC = GB. Esto mues-
traque AGM B y ACM A son congruentes. De esta congruencia y la simetria
tenemos que

ADAFE' = {GBM = LCAF',

lo cual muestra que E = E’. También, de la congruencia tenemos que L AMC
es recto. Como ADC también es recto, el cuadrilatero ADMC es ciclico y por
lo tanto LCDG = LCAE. Finalmente, como E es punto mediode DF'y M es
punto medio de DG, por el Teorema de Thales tenemos que EM es paralela
a GF'y, por lo tanto,

AFGC = LFAD = LCAE = LCDG.
Los extremos de esta igualdad nos dan la tangencia deseada.

Solucién 3

Sea T el pie de la perpendicular desde E en el segmento AC. Por ser E un
punto en la bisectriz del angulo LC AD, tenemos que los triangulos AADE'y
AATE son congruentes, por lo tanto ED = ET. Consideremos I' la circunfe-
rencia de centro £ y radio £D; por construccion, I intersecaa DCen Dy F.
Por ser ET un radio de T" perpendicular al segmento AC se cumple que T" es
tangente a AC en T, entonces, por potencia desde el punto C a T', tenemos
que CT? =CF -CD.

A D
T
E
T F
B C G

De la congruenciade AADEy ANATE tenemos T'A = DA, por lo tanto, CT =
CA-TA=CA—-DA=GB—-CB=GC,entonces CG?> =CT? =CF-CD,
de donde concluimos que CG es tangente a la circunferencia que pasa por
los puntos D, F'y G.

Solucién 4
Sea T el pie de la perpendicular desde E en el segmento AC. Como AE es
bisectriz de LKCAD tenemos que DFE = ET = z. Denotemos por EC = w
y CT = z, como en la solucién anterior CG = 2. Del triangulo rectangulo
ATEC se deduce que

w? = 22 + 22
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A D
T
E
T
T
w
F
z
B C G

De lo anterior tenemos que 22 = (w — z)(w + x), entonces
CG*=CT?*=2*=(w—x)(w+z)=(CE - EF)CE +ED)=CF-CD.

Con esto Ultimo, concluimos que la circunferencia que pasa por los puntos D,
F'y G es tangente a BG.

Solucién 5

Sea H la interseccion de la perpendicular a BG por G y la mediatriz de DF
(la cual pasa por E). Denotemos por T' al pie de la perpendicular desde E
en el segmento AC. Tenemos que ET = ED y CT = CG. Por construccion
HECG es un rectangulo, entonces EH = CG, de donde se sigue que EH =
TC. Puesto que {HED = 90° = LETC, por el criterio LAL se cumple que
AHED y ACTE son congruentes, en particular HD = CE. Como HECG
es un rectangulo, tenemos que CE = HG, por lo tanto HG = HD y HE es
mediatriz del segmento DF', de donde se sigue que HD = HF. Luego, la
circunferencia I" de centro H y radio HD pasa por D, F'y G.

A D

] H

=

-

B C G

Al cumplirse que HG es un radio perpendicular de esta circunferencia al seg-
mento BG, se tiene que BG es tangente aT'.

Solucién 6
Sea H como en la solucién anterior. Denotemos por G’ a la interseccion de
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GH con AD. Por construccién, ABGG’' es un rectangulo, entonces BG =

AG' = AC.
A D el
H
E
F
B C G

Por ser AE bisectriz del angulo £CAD y ser AG’ AC un triangulo isdsceles,
se tiene que AF es mediatriz del segmento CG’, de donde G'E = EC. Por
construccion, DEHG' es rectangulo, entonces EG’ = HD vy, por lo tanto,
HD = EC; de la misma manera, por ser GHEC' un rectangulo se tiene que

EC = HG.

Con todo lo anterior, se cumple que HG = HD = HF, por lo tanto, la
circunferencia I' con centro H y radio HD pasa por los puntos D, F'y G. Al
cumplirse que HG es un radio perpendicular de esta circunferencia al seg-

mento BG, tenemos que BG es tangente a I'.

Soluciéon 7

Denotemos por DC = a, AC = cy AD = b. Por el Teorema de la Bisectriz en

ADAC con la bisectriz AE, tenemos que

CE _¢
ED b
que es equivalente a:

o _DbC_CE ., _¢ ctb
ED ED ED b ‘

Por lo tanto, ED = %’b de donde

ab  c—b
c—l—b_ac—i—b'

CF=CD—-2DFE=a-2

Por construccion, BG = AC, entonces BG = c por ser ABCD rectangulo,
ademas AD = BC = b, por lo tanto CG = ¢ — b. Con esto tenemos que

CG? = CF - CD es equivalente a mostrar que

(=

c—

_b2: 2
(c=b)"=a"—,

es decir,
A —v =d?
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Esta ultima relacién es cierta por ser a, b y c las longitudes de los lados de
un triangulo rectangulo, por lo tanto CG? = C'F - C D, de donde concluimos el
resultado.

Problema 5. Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que a + b + ¢ = 3.
Muestra que
a? b2 c?

>_7
ot Voe b+ Vea ot Vb 2

y determina cuando se da la igualdad.

w

Solucion 1 )
Al utilizar la Desigualdad Util tenemos

a? b2 c? < (a+b+c)?
a—|—\/_ b+\/— c+Vab T (a+b+c)+ Vbe+ Yea+ Vab
9
3+ Vbe+ Yea+ Jab

Por otro lado, utilizando la relacién entre la Media Geométrica-Media Aritméti-
ca,

1+b+c

3
b
3 “
l+c+a > Y,
3
1%“—’—[) > ab.

Luego, sumando estas desigualdades, tenemos

342a+b
3:w2\3@+3@+%,

de donde 6 > 3 + V/bc + /ca + V/ab. Por lo tanto

1
>
3+ Vbe+ fea+ Vab ~ 6

| =

Considerando la primera desigualdad obtenida tenemos

a? b2 2 9 3

+ + > >- ==
a+Vbe b+fca  c+ Vab T 3+ Vbe+ Jea+ Vab — 6 2

Para que la igualdad ocurra, por la relacién Media Geométrica-Media Aritmé-
tica, necesitamos que b =c=1,c=a =1y a = b = 1, respectivamente en
cada relacion, por lo que a = b = ¢ = 1 son los niUmeros en donde se obtiene
la igualdad.

Ne)
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Solucién 2
Por la relacion entre la Media Geométrica-Media Aritmética, tenemos que
Vbe < 1. Notemos que, en general, S22 < 3. Por lo tanto,

abe < a—|—\‘°’/b_c< a-i—%(b—i—c—i—l) _3a+b+c+1
a+ Vbe ~ 4 - 4 B 12 .

De esta forma

a? avbe a 3a+b+c+1
_— 0 — —— _——_—
a+ Vbe a+ Ve 12

De manera semejante podemos obtener las relaciones

b2 3b+c+a+1
- > = -
b+ Jea — 12

2 3c+a+b+1
—= 2 -
¢+ vVab 12

Por lo tanto,
a2 b2 2

C
+ +
a+Vbe b+ ca ¢4 Vab
( 3a+b+c+1) ( 3b+c+a+1)
>la-—m———— |+ |- ———r——

12 12
3c+a+b+1
+ (c—T>
5(a+b+c)+3

= b —
a+b+c D

9-3+3
12

=3 —
3

5"
Para la igualdad se usa el mismo argumento que en la Solucién 1.

Problema 6. Para cada entero positivo n, sea d(n) la cantidad de divisores
positivos de n. Por ejemplo, los divisores de 6 son 1, 2, 3 y 6, por lo que
d(6) = 4. Encuentra todos los enteros positivos n tales que

n+d(n) = d(n)>.

Solucién 1
Para simplificar la notacion, usaremos simplemente d en vez de d(n). Como
n =d(d— 1)y med(d,d — 1) = 1, entonces para los primos p que dividan a d
tenemos que el numero de veces que p aparece en d es el mismo que de n.
Por esta razon, n no puede ser un cuadrado perfecto y, ademas, debe ser un
ndmero par.
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Sean =23 ...p donde o; > 0. Como n < d?, se tiene que

9a1 3oz POk
(a1 +1)2 (ag+1)2 (o +1)2

= ABC < 1,

donde A es el primer factor, B el segundo y C el producto de los factores
restantes. Observemos que A > % sia; #2,B>1sias >2,yC > 1.8Si
a1 = 2 entonces A = % y si s = 1 entonces B =

Luego, el valor minimo de AB es (3) (2) = % y se alcanza para a; = 2,

ag = 1. Estoimplicaqueaiglparai24ya3§2yaqueﬁ>3y

LSS

% > 3. Ademas

) 7 11 >3
1+1)2 4 4 ’
por lo que aparecen a lo mas dos primos mayores o iguales a 5.
Ahora, si a3 = 2, se tiene que

52 4

A |
2112 9 "

de modo que A no es suficiente para compensar la desigualdad y, por lo tanto,
necesitamos ay = 1, pero

25 3 75

9 1 36
asi que B tampoco es suficiente para compensar y, por lo tanto, as = 2. No
obstante, el tener 22 y 52 en la factorizacion de n implica que (2+1)(2+1) = 32
aparece en la factorizacion de d y, por consiguiente, en la de n, contradiciendo
que oz = 1. Este argumento nos permite concluir que «; < 1 para toda i < 3.

Mostraremos ahora que as < 2. Descartamos as > 4, pues 2 - 2; > 1. Si
as = 3, entonces aparece un 3 + 1 = 4 en la factorizacién de d vy, por lo tanto,
en la de n, de donde a; > 2. Si a; = 2, entonces apareceun2+1=3enla
factorizacion de d y, por la observacion hecha anteriormente, debe aparecer
un 3% en d, pero ya no hay exponentes o que puedan colaborar con factores
3, pues para i > 3 se tiene o; < 1. Si ay = 3, entonces aparece otro 4 en la
factorizacion de d, llevando a la contradiccion «; > 4. Finalmente, o > 4 es
imposible pues ?)—;1 : j—z = % > 1. Con esto probamos que oy < 2.

Como ay < 2y después de 5 alo mas dos primos aparecen en n, entonces
estos exponentes « (p > 3) solo generan a lo mas tres factores 2.

Notemos que a; < 7 pues 2 - §—Z > 1. Como «; < 7, entonces 2! genera
en d a lo mas dos factores 2 (para a; = 3) y los otros exponentes generan a lo
mas otros tres factores 2. Esto muestra que «; = 4,5,6 son imposibles. Con
esto tenemos que todos los exponentes de n son menores o iguales a 3. Por
lo tanto, los Unicos primos en d son 2y 3, es decir, d = 2*13*2 con o; = 1,2,3
yas=0,1,2.

Vemos que los Unicos casos posibles son: as = 0y a3 = 1, por lo que
n = 2; también tenemos a; = 0y oy = 3, de donde n = 56; otro caso es
az = 1y ap = 2,conloquen = 132; finalmente ay = 2y a; = 2, lo que
implica que n = 1260.

2,
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Solucion 2
Consideremos la ecuacion

d(m(m — 1)) =m,

a la cual llamaremos nueva ecuacién. Si n es solucion del problema original,
entonces m = d(n) es solucion de la nueva ecuacioén, y si m es solucién de
la nueva ecuacion, entonces n = m(m — 1) es solucion del problema original.
Entonces, buscaremos las soluciones de la nueva ecuacion.

La idea es usar la desigualdad d(k) < vk, lo cual es valido a partir de
cierto k. Observemos que si m es solucion de la nueva ecuacioén, m tiene que
ser par, porque si es impar, el lado izquierdo de la ecuacion seria par y el lado
derecho impar, ya que m(m — 1) no es un cuadrado perfecto.

Consideremos la funcién f definida en los enteros positivos como

Sim estalque f(m(m—1)) < 1setendria que dim(m—1)) < {/m(m—1) <
m, por lo gue m no es soluciéon. Notemos que si a y b son enteros primos rela-
tivos, f(ab) = f(a)f(b). En particular, si k = pi* - - - p& es la descomposicion
como producto de primos de k, entonces f(k) = f(p7")--- f(pS). Observe-
mos que las Unicas potencias de primos p® que cumplen que 1 < f(p®) son
2,22,23 24 25y 3.

52 9 4
S F@) =3, £6) = 5.

F(2) =2, £(2%) = 3, F(2%) =2, f(2%) =
De lo anterior, podemos ver que f(k) < 3 para cualquier k& > 0. Supongamos
gue m es solucion y sea p el mayor primo que divide a m. Supongamos que
p > 7; como p divide a m = d(m(m — 1)), hay un primo en m(m — 1) cuyo
exponente es al menos p— 1. Sea ¢ tal primo; si ¢ = p tendriamos m(m —1) =
p°k, con med(k,p) =1y p—1 < s, entonces

flm(m —1)) = f(p")f(k) < f(7T9) -3 <1,

asi que m no seria solucion. Entonces ¢ # p, por lo que m = ¢°p"k, con
med(pg, k) = 1. Si ¢ > 3, entonces

2 .92
Flm(m —1)) = Fa")F ) f(R) < FEOF(T) 3= 225 < 1,

lo cual no es posible. Si ¢ = 2, k no es divisible por 2y, entonces, f(k) <

f(3) =4, yasi

Flm(m —1) < FO) () 3 <1

Entonces p < 5. Analicemos los casos p=5,p=3yp=2.
Caso 1 (p = 5). En este caso m = 2¢3%5¢. Si ¢ > 2, entonces 52 divide a
d(m(m — 1)) y pueden pasar dos cosas: un primo aparece con exponente al
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menos 24, pero entonces f(m) < 1, o hay al menos dos primos p; < p2 con
exponente al menos 4, en tal caso escribimos m(m—1) = p5- k. Como ps > 3,

2

Flm(m — 1)) < F3YF(k) < % <1,

Entonces ¢ = 1 y hay un primo con exponente a menos 4 en m(m — 1). Se
puede ver que ese primo debe ser 2, de lo contrario f(m(m — 1)) < 1. Ahora,
m = 2%.3%.5. Observemos que si m es mdltiplo de 3, como también es
par, m — 1 no tiene factores 3 ni 2 y entonces f(m — 1) < 1, por lo tanto
f(m(m —1)) < f(m). Supongamos que b > 3:

20
f(m(m —1)) < f(m) < f2) f(3°)f(5) = o7 <1
Entonces, solo falta probar b € {0, 1,2}, pero ninguno produce una solucién.
Caso 2 (p = 3). Tenemos m = 223" y queremos 2%3° = (a+1)(b+1)d(m —
1), entonces a + 1y b + 1 son de la forma 2%3”. Los primeros nimeros que
tienen tal condicion son 2,3,4y 6. Sib+1 > 6,

Flm(m —1)) < f(m) < f2°)f(3°) <1,

entonces b+ 1 € {2,3,4}. Supongamos que b=3.Sia+1>6

2
flm(m—=1)) < f(m)f(2°)f(3%) = 3 <1,
entonces a + 1 € {2,3,4}. Revisando estos tres casos se ve que ninguno
produce una solucioén. Si b = 2, entonces

f(m(m —1)) < f(m) < f(27)f(3%) = f(2%),

por lo tanto a € {1,2,3,4,5}. Solo a = 2 nos da una solucién, m = 36.

Sib=1,m = 2%-3. Hay dos opciones: 3 divide aa + 1 0 a + 1 es potencia
de 2. En la primera, a + 1 = 2% - 3, si s = 0 encontramos la solucion m = 12;
sis=1,mnoessolucionysis > 2, f(m(m—1)) < f(m) <1.Sia+1=2°
la desigualdad f(m(m — 1)) > 1 se cumple solo para s = 1y s = 2, pero en
ninguno de estos dos casos m es solucioén.

Caso 3 (p = 2). En este caso, m = 2% y queremos 2% = (a + 1)d(m — 1),
entonces a + 1 = 2% para algin s > 1. Como « es impar, 3 no divide am — 1
y, entonces, f(m — 1) < 1. Como f(m(m — 1)) < f(m), necesitamos que
1 < f(m). Podemos ver que esta desigualdad se cumple solo para s = 1y
s =2, lo cual dam = 2y m = 8, respectivamente, que si son soluciones.

En conclusion, las soluciones de la nueva ecuacion son 2,8,12 y 36; en-
tonces, las soluciones n del problema original son 2, 56,132 y 1260.



Capitulo 7

Definiciones y resultados
basicos

7.1. Geometria

7.1.1. Angulos

Definicion 1. Un angulo es la abertura formada por dos semirrectas con
un mismo origen llamado vértice.

Un angulo recto es aquel que mide 90°.

Dos angulos son complementarios y cada uno es el complemento del
otro cuando su suma es igual a 90°.

Dos angulos son suplementarios y cada uno es el suplemento del otro
cuando su suma es igual a 180°.

Dos angulos son opuestos por el vértice cuando los lados de uno son
las prolongaciones de los del otro.

Dos angulos son adyacentes cuando tienen un mismo vértice y un lado
comun y son exteriores el uno al otro.

Cuando una recta se interseca con otra diferente se forman dos parejas de
angulos opuestos iguales. En un sistema de dos rectas cortadas por una se-
cante o transversal, se pueden clasificar los angulos de acuerdo a la posicion
que ocupan con respecto a los sistemas adyacentes.

113
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Correspondientes Alternos | Colaterales
1,5 2,8 2,5 Internos
2,6 3,5 3,8
3,7 1,7 1,6 Externos
4,8 4,6 4,7

Dos rectas que se encuentran en el mismo plano son paralelas si no se cor-
tan.

Teorema 1. En todo sistema de dos rectas paralelas cortadas por una
secante se tiene que:

1. Los angulos correspondientes son iguales.
2. Los angulos alternos son iguales.
3. Los angulos colaterales son suplementarios.

Definicion 2. Un triangulo que tiene sus tres angulos interiores agudos, es
decir menores de 90°, se llama acutangulo.

Un triangulo rectangulo es aquel que tiene un angulo interior recto, es
decir, de 90°.

Un triangulo que tiene un angulo obtuso, es decir mayor de 90°, se llama
obtusangulo.

Un triangulo que tiene dos de sus lados iguales se llama isosceles.

Un triangulo que tiene sus tres lados iguales se llama equilatero y es un
caso particular de un triangulo isésceles.

Un triangulo que no tiene ningln par de lados iguales se llama escaleno.

Corolario 2. La suma de los tres angulos interiores de cualquier triangulo
es igual a 180°.

Definicion 3. Un angulo exterior de un triangulo es el formado por un
lado del triangulo y la prolongacién de otro.

Corolario 3. En todo triangulo cada angulo exterior es igual a la suma de
los dos interiores que no le son adyacentes, es decir, los que le son opuestos.

La suma de los tres angulos exteriores (uno en cada vértice) de cualquier
triangulo es igual a 360°.

7.1.2. Semejanza de triangulos

El area de un triangulo AABC esta determinada por las medidas de su base
y altura:
Base - Altura

(AABC) = 5

Proposicion 1. Sidos triangulos tienen un par de bases iguales, entonces
la raz6n entre sus areas es igual a la razon entre las alturas correspondientes.
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Proposicién 2. Si dos triangulos tienen un par de alturas iguales, enton-
ces la razon entre sus areas es igual a la razén entre las bases correspon-
dientes.

Teorema 4. (Primer Teorema de Thales) Si una recta paralela a uno de
los lados de un triangulo corta a los otros lados, entonces los segmentos
formados son proporcionales.

A

/

B C

Lo que nos dice este resultado es que para un tridngulo cualquiera AABC, si
Dy E son puntos en ABy AC, respectivamente, tales que DE es paralelo a
BC, entonces se tienen las siguientes relaciones entre los segmentos:

AD _ AE
AB ~ AC’
AD _ AE
DB EC’
AB _ AC
DB EC’

Teorema 5. (Segundo Teorema de Thales) Si tres 0 mas paralelas son cor-
tadas por cualesquiera dos transversales, entonces los respectivos segmen-
tos que las paralelas determinan en estas Ultimas rectas son proporcionales.

A/ XD

C G
/ |

En este caso, si AD, BE y CG son paralelas, entonces se cumplen las si-
guientes condiciones:

AB _ DE
AC ~ DG’
AB _ DE
BC  EG’
AC DG

BC ~ EG’
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Definicion 4. Dos triangulos AA,B,C; y AA;B>C, se llaman congruen-
tes o iguales si y solo si tanto sus lados como sus angulos correspondientes
son iguales, es decir:

A1 By = Ay Bo,
B1Cy = By(Ch,
A1Cy = AxCy,
LA = LA,
AB; = B>,
LC1 = £Cs.
Al A2
Bl Cl B2 02

Para indicar que los triangulos AA;B1Cy y AAsB>Cy son congruentes, lo
haremos de la siguiente manera

AAlBlCl ~ AAQBQOQ.

Criterios de Congruencia
Para que ANA;B1C1 ~ NAAsB>Cy es suficiente que se cumpla una de las
siguientes tres condiciones:

(ALA) Dos angulos iguales e igual la pareja de lados comprendidos entre
los angulos, por ejemplo:

AAl = AAQ, A1B1 = A2B2 Yy ABl = KBQ

(LAL) Dos parejas de lados iguales e igual el angulo comprendido entre
ellos, por ejemplo:

AlBl = AQBQ, KBl = KBQ y 3101 = BQCQ.
(LLL) Las tres parejas de lados iguales:
A1B1 = A2B2, B101 = BQCQ Yy A101 = AQOQ.

Definicion 5. Dos triangulos A4, B,C; y AA;B>C, son semejantes si y
solo si los angulos correspondientes son iguales y los lados correspondientes
son proporcionales, es decir, si cumplen las siguientes relaciones:

LA = LA,
£By = 4By,
£LCh = £Cq,

AiB1 _ B:Ci _ ACy
A2B2 T B2C2 T A0
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A

Ao

B C1 Bs Cy

Para indicar que los triangulos AA; B1Cy y AAsB>Cs son semejantes, lo ha-
remos de la siguiente manera:

ANA1B1Cy ~ AA3BCs.

Criterios de Semejanza

Para que AA;B1C1 ~ AA;B>Cs es suficiente que se cumpla una de las
tres condiciones siguientes:

(AA) Dos angulos iguales, por ejemplo

KAl = KAQ y ABl = A B>.

(LAL) Dos parejas de lados proporcionales e igual el angulo comprendido
entre ellos, por ejemplo:

A1B1  BiCy

A2B2 o BQCQ

y £B1 = 4Bs.

(LLL) Las tres parejas de lados proporcionales:

A1B1 3101 _ A101

A2B2 N BQCQ N AQCQ.

Proposicion 3. El segmento que une los puntos medios de cualesquiera
dos lados de un triangulo arbitrario mide la mitad del tercer lado y es paralelo
a dicho lado.

Definicion 6. El triangulo formado por los puntos medios de los lados de
un triangulo dado se llama el triangulo medial.

A
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Corolario 6. El triangulo medial de cualquier triangulo es siempre seme-
jante a este y su area es una cuarta parte del area del triangulo original.

Proposicion 4. La altura trazada desde el vértice correspondiente al angu-
lo recto en un triangulo rectangulo divide a este en dos triangulos semejantes
al original.

Teorema 7. (Teorema de Pitagoras) En todo tridngulo rectangulo el cua-
drado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos. Es
decir, si AABC es un triangulo rectangulo con angulo recto en A, entonces

BC? = AB? + AC?.

7.1.3. Paralelogramos

Definicion 7. Un paralelogramo es un cuadrilatero en el que cada lado
es paralelo a su opuesto.

Proposicion 5. Para todo paralelogramo se cumplen las siguientes afir-
maciones:

1. Los lados opuestos son iguales.

2. Los angulos opuestos son iguales y los dngulos consecutivos son su-
plementarios.

3. Las diagonales se cortan en su punto medio.

Teorema 8. (Ley del Paralelogramo) La suma de los cuadrados de los cua-
tro lados de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las
diagonales. Es decir, si ABC' D es un paralelogramo, entonces

AB? + BC? 4+ CD? + DA? = AC? + BD?.

Teorema 9. (Teorema de Varignon) Los puntos medios de los lados de un
cuadrilatero no cruzado determinan un paralelogramo. El perimetro del para-
lelogramo es igual a la suma de las longitudes de las diagonales y su area es
igual a la mitad del area del cuadrilatero.
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7.1.4. Puntos y rectas en los triangulos

Definicion 8. Una mediana en un triangulo es un segmento trazado del
punto medio de un lado al vértice opuesto.

Una altura en un tridngulo es un segmento perpendicular a un lado o a su
prolongacién que va al vértice opuesto.

La bisectriz de un angulo es la recta que lo divide en dos angulos iguales.
En particular, una bisectriz en un tridngulo es una linea que sale de un vértice
y divide al angulo interior en dos partes iguales.

La mediatriz de un segmento es la recta que pasa por el punto medio y es
perpendicular a dicho segmento. En particular, una mediatriz en un triangulo
es una linea que pasa por el punto medio de un lado y es perpendicular a él.

Proposicion 6. En un triangulo isdsceles una misma linea hace todos
las funciones de mediana, altura, mediatriz y bisectriz, correspondientes al
angulo formado por los lados iguales.

Teorema 10. (Teorema de la Bisectriz) La bisectriz de cualquier angulo
interior de un tridngulo determina, en el lado opuesto, dos segmentos propor-
cionales a los respectivos lados que forman el angulo considerado. Es decir,
sien AABC la bisectriz del angulo £ BAC corta a BC' en un punto P interior
del segmento, entonces

BP AB

PC  AC’
Teorema 11. (Teorema de la Bisectriz Exterior) Si la bisectriz de un angulo
exterior de un tridngulo interseca al lado opuesto al angulo, determinara dos
segmentos proporcionales a los respectivos lados que forman el angulo con-
siderado. Es decir, si en AABC la bisectriz del angulo £ BAC corta a BC en
un punto P en la extensién del segmento, entonces

BP _AB

PC  AC’
Teorema 12. Siun triangulo es isdsceles, entonces tiene dos angulos igua-
les, los angulos opuestos a los lados iguales.

Teorema 13. (Teorema de Lehmus-Steiner) Si un triangulo tiene dos angu-
los interiores diferentes, entonces las bisectrices correspondientes son dife-
rentes y al angulo menor le corresponde la bisectriz mayor.

En consecuencia, si en un triangulo dos de las bisectrices son iguales,
entonces sus angulos correspondientes son iguales; en particular, el triangulo
es isdsceles.

Teorema 14. Sien un tridngulo una misma linea hace a la vez dos de las
funciones siguientes:

= mediatriz,
= altura,

» bisectriz,
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= mediana,

relativas a un mismo lado, entonces el triangulo es isésceles, siendo su base
dicho lado, y, ademas, la linea hace las otras dos funciones.

Definicion 9. La distancia de un punto a una recta es la magnitud del
segmento determinado por el punto y el pie del punto en la recta.

Proposicion 7. El lugar geométrico de todos los puntos del plano que
equidistan de cada lado de un angulo fijo es la bisectriz del angulo.

Proposicién 8. El lugar geométrico de todos los puntos del plano que
equidistan de dos puntos fijos distintos pertenecientes al mismo plano es la
mediatriz del segmento determinado por estos puntos.

Definicion 10. Cuando un conjunto de rectas se intersecan en un solo
punto decimos que son concurrentes.

Teorema 15. Para un triangulo cualquiera se cumplen las siguientes afir-
maciones:

m Las tres medianas son concurrentes.

= Las bisectrices de los tres angulos interiores son concurrentes.
= Las tres mediatrices son concurrentes.

m Las tres alturas son concurrentes.

Definicion 11. Al punto de interseccién G de las tres medianas de un
triangulo A ABC le llamaremos gravicentro . Este punto también es conocido
como centroide, baricentro o centro de gravedad.

Al punto I en donde concurren las tres bisectrices de un triangulo AABC
le llamaremos incentro, que es el centro de la circunferencia tangente inte-
riormente a cada uno de los lados de A ABC'; dicha circunferencia se llama el
incirculo de AABC'y el radio de dicha circunferencia se llama el inradio.

El punto O en donde se intersecan las mediatrices de un triangulo AABC
le llamaremos circuncentro, que es el centro de la circunferencia que pasa
por los tres vértices de A ABC'; dicha circunferencia se llama el circuncirculo
de AABC'y el radio de dicha circunferencia se llama el circunradio.

El punto H en donde concurren las tres alturas de un triangulo AABC' le
llamaremos ortocentro.

Proposicion 9. En un tridngulo cualquiera las bisectrices de dos angulos
exteriores y la del tercero interior son concurrentes.

Teorema 16. (Teorema de Stewart) Sea P un punto en el lado BC del
triangulo AABC. Siz = BPy y = PC, entonces

a(AP? + xy) = xb® + yc.
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Teorema 17. (Férmula de Herén) El &rea de un triangulo AABC en térmi-
nos de la longitud de sus lados « = BC, b = AC'y ¢ = AB esta dada por la
formula:

(AABC) = /s(s — a)(s — b)(s — ¢),
endonde s = i (a + b+ c) es el semiperimetro de AABC.

Teorema 18. (Teorema de Ceva) Sean X, Y y Z puntos en los lados BC,
CA y AB de un tridngulo AABC, de modo que ninguno de estos puntos
coincide con algun vértice del triangulo. Las cevianas AX, BY y CZ son
concurrentes si y solo si

Az BX Y

B X C

Definicion 12. Dados dos puntos 4 y B le podemos asignar un sentido al
segmento determinado por ellos, por ejemplo de A a B o viceversa; decimos
entonces que el segmento AB es un segmento dirigido que va del extremo
A al extremo B. El mismo segmento recorrido del extremo B al extremo A
sera el segmento dirigido BA y la relacion entre estos dos esta determinada
por la ecuacién

AB =-BA

)

0 en otras palabras
AB+ BA=0.

De forma general el comportamiento de segmentos dirigidos estara regido
por la Relacion de Chasles , la cual establece que:

AB + BC = AC
para cualquier posicion de tres puntos A, By C en una recta.

Teorema 19. (Teorema de Menelao) Sean X, Y y Z puntos en los lados
BC, CAvy AB de un triangulo AABC, de modo que ninguno de estos puntos
coincide con algun vértice del triangulo. Los puntos X, Y y Z son colineales
si y solo si
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7.1.5. Angulos en las circunferencias

Definicion 13. Un angulo central es el formado por dos radios en una
circunferencia. Por lo tanto, dados dos puntos Ay B en una circunferencia, el
angulo central L AOB es el que tiene su vértice en el centro O de la circunfe-
rencia y sus lados son los radios OA 'y OB.

El arco correspondiente es el que se encuentra entre los lados del angulo

central AB= L AOB.

Todo angulo central mide la medida angular del arco que abraza.

Un angulo inscrito es el formado por dos cuerdas que tienen un extremo
en comun. Por lo tanto, dados tres puntos A, B y P en una circunferencia, el
angulo inscrito £ AP B es el angulo que tiene su vértice P en la circunferencia
y sus lados PA 'y PB son secantes.

Todo angulo inscrito mide la mitad del arco que abraza.

Proposicion 10. Todo angulo inscrito en una semicircunferencia, subten-
dido por el diametro, es recto.

Dos angulos inscritos en una misma circunferencia y que abracen una
misma cuerda son iguales si sus vértices estan del mismo lado de la cuerda;
y son suplementarios si sus vértices estan en lados opuestos respecto de la
cuerda.

Definicion 14. Un angulo semiinscrito esta formado por una cuerda y
una tangente que se intersecan en el punto de tangencia. De esta manera,
un angulo semiinscrito es aquel que tiene su vértice en la circunferencia, uno
de sus lados es tangente y el otro secante.

Proposicion 11. La medida del angulo semiinscrito es igual a la mitad del
arco comprendido entre sus lados.

Proposicion 12. Si dos rectas paralelas intersecan a una circunferencia,
entonces los arcos determinados entre ellas son iguales.

Definicion 15. Un angulo exterior es el formado por dos rectas secantes,
0 por una secante y una tangente, o por dos tangentes que se intersecan en
un punto exterior a una circunferencia y que cortan a la circunferencia en 4, 3
0 2 puntos, respectivamente.
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Proposicion 13. Todo angulo exterior a una circunferencia mide la semi-
diferencia de los arcos comprendidos entre sus lados.

Definicion 16. Un angulo interior en una circunferencia es el formado
por dos cuerdas de la circunferencia que se cortan en un punto interior.

Proposicion 14. Un angulo interior en una circunferencia mide la semi-
suma de las medidas de los arcos comprendidos por sus lados y por sus
prolongaciones.

7.1.6. Cuadrilateros ciclicos

Definicion 17. Diremos que un conjunto de puntos es conciclico si todos
los puntos del conjunto se encuentran en una misma circunferencia.

Teorema 20. (Conciclicidad de Cuatro Puntos) Sean 4, B, P y Q cua-
tros puntos en el plano, cada tres de ellos no colineales. Si los puntos Py @
estan en un mismo semiplano determinado por la recta AB y desde ellos se
ve el segmento AB bajo angulos iguales, o bien si los puntos P y @ estan
en distintos semiplanos determinados por la recta AB y desde ellos se ve el
segmento AB bajo angulos suplementarios, entonces los puntos A, B, Py Q
son conciclicos.

Definicion 18. Se dice que un poligono es ciclico o inscriptible si sus
vértices son conciclicos.

Un cuadrilatero convexo es ciclico si y solo si sus angulos opuestos son
suplementarios. O bien, un cuadrilatero convexo es ciclico si y s6lo si desde
un par de vértices adyacentes se ve el lado opuesto bajo angulos iguales.

Teorema 21. (Teorema de Ptolomeo) Un cuadrilatero convexo es ciclico si
y s6lo si la suma de los productos de los lados opuestos es igual al producto
de las diagonales.

Proposicion 15. Dado un triangulo AABC cualquiera, si H es su orto-
centro, O su circuncentro y A’ el punto medio del lado BC, entonces

AH =2A'0.

Teorema 22. El ortocentro, gravicentro y circuncentro de un tridngulo son
colineales. La distancia del ortocentro al gravicentro mide el doble que la dis-
tancia del gravicentro al circuncentro.

Definicion 19. La recta que pasa por el ortocentro, gravicentro y circun-
centro de un triangulo se llama la recta de Euler del triangulo en cuestion.

Corolario 23. El circuncentro del triangulo medial de un triangulo AABC
se encuentra en el punto medio del segmento HO de la recta de Euler de
NABC.
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Teorema 24. Los pies de las tres alturas de un tridngulo, los puntos medios
de los tres lados y los puntos medios de los segmentos que van de los vértices
al ortocentro estan en una circunferencia cuyo centro esta en el punto medio
del segmento HO de la recta de Euler.

Esta circunferencia se llama la Circunferencia de los Nueve Puntos de
un triangulo. El centro de esta circunferencia se encuentra en la recta de Euler,
a la mitad entre el ortocentro y el circuncentro.

7.1.7. Potencia

Proposicion 16. Sean 4, B, C'y D cuatro puntos conciclicos. Si P es el
punto de interseccién de las rectas AB y CD, entonces

PA-PB=PC-PD.

Definicion 20. Dado un punto P cualquiera y una recta que pase por el
punto y corte a una circunferencia en los puntos X y Y, la potencia del punto
P con respecto a la circunferencia dada es igual a PX - PY.

Teorema 25. Dados un punto P y una circunferencia de centro O y radio
R, una secante desde el punto P que corta a la circunferencia en puntos Ay
Bestalque PA - PB es constante e igual a

PO’ — R2.
Mas aln, si P es un punto exterior de la circunferencia, entonces
PA-PB=PT,
en donde PT es una de las tangentes al circulo, que pasa por P.

Teorema 26. Silos lados opuestos AB y C'D de un cuadrilétero se inter-
secan en un punto P y se cumple que PA - PB = PC - PD, entonces el
cuadrilatero es ciclico.

Definicion 21. El eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico
de los puntos tales que tienen la misma potencia respecto a las circunferen-
cias dadas.
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Teorema 27. Los ejes radicales de tres circunferencias con centros no co-
lineales tomados por pares son concurrentes.

Definicion 22. El punto de interseccion de los tres ejes radicales se llama
centro radical de las tres circunferencias.

7.2. Teoria de numeros

7.2.1. Divisibilidad

Definicion 23. Siay b son enteros, decimos que « divide a b (en simbolos,
a | b) si es posible encontrar un entero x de tal manera que ax = b.

Recordemos que si = es un nimero real cualquiera, entonces el valor

absoluto de z, denotado por |z|, es su distancia al 0 en la recta numérica
real.

Propiedades
1. Paraay benteros, a | b siy solo si |a| ’ |b].
2. Sia|byb#0,entonces |a| < [b].
3. Para todo entero a se tiene que a \ a.
4. Sia, by csonenterostalesque a |byb | c, entonces a | c.
5. Es posible que a \ b pero que b1 a.

6. Paraay benteros,a | byb | asiy solosil|al = |b].

Proposicion 17. Paraa, by centeros, a | by a | csiysolosia | rb+ sc
para cualesquiera r y s enteros.

Corolario 28. Siq, b, ¢ son enteros tales que a | by a | ¢, entonces a |
(b+c).

Definicion 24. Si by ¢ son enteros, todo nimero que pueda expresarse
en la forma rb + sc con r y s enteros se llama combinacion lineal de b y c.

Corolario 29. Si, cy d estan relacionados por la ecuacion b+ ¢ = d y un
ndmero a es divisor de cualesquiera dos de ellos, entonces también lo es del
tercero.
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Numeros primos

Definicion 25. Decimos que un entero p # +1 es primo si sus Unicos
divisores son +1y £p.

Un entero no cero y distinto de +1 es compuesto si no es primo. Los
enteros 1y —1 no son primos ni compuestos, se llaman unidades y al nimero
0 no se le considera dentro de ninguna de estas categorias.

Teorema 30. (Teorema Fundamental de la Aritmética, primera parte) Todo
entero distinto de 0 y de +1 es producto de primos.

Observacion. Al escribir un nimero entero como producto de primos se
acostumbra poner primero el signo del nimero y después escribir solo primos
positivos en orden creciente de magnitud, agrupando los primos que son igua-
les en la potencia correspondiente. Esta forma se llama la descomposicion
canonica del nimero. Por ejemplo, la descomposicion canonica de —180 es
—22325,

Necesitamos saber cémo decidir si cierto nimero es primo o no; para esto,
basta ver que si un nimero positivo a es producto de dos divisores positivos,
entonces alguno de ellos debe ser menor o igual que /a (pues el producto
de dos nimeros positivos mayores que /a €s mayor que a), de donde surge
el siguiente lema:

Lema 1. Sea a un nimero entero mayor que 1 con la propiedad de que
ningdin nimero primo menor o igual que /a lo divide. Entonces, a es primo.

Teorema 31. Hay una infinidad de nimeros primos.

Teorema 32. (Postulado de Bertrand) Si » > 3 es un entero, entonces
existira al menos un nimero primo p conn < p < 2n — 2.

Como consecuencia de este resultado se cumple que entre cualquier en-
tero mayor que 1 y su doble, por lo menos existe un nimero primo.

Se enunciaran ahora algunos criterios de divisibilidad por nimeros pe-
quenos:

= Criterio de divisibilidad por 2. Un entero a es divisible por 2 si y solo
siaterminaen0,2,4,6Yy8.

m Criterio de divisibilidad por 3. Un entero a es divisible por 3 siy solo si
la suma de las cifras de a es divisible por 3. Por ejemplo, 474 es divisible
por 3 pues 4+ 7+ 4 =15y 15 es multiplo de 3.

= Criterio de divisibilidad por 4. Un entero a es divisible por 4 si y solo
si el nimero formado por las dos ultimas cifras de « lo es. Por ejemplo,
7923 no es divisible por 4 ya que 23 no es mdltiplo de 4.

m Criterio de divisibilidad por 5. Un entero a es divisible por 5 si y solo
siterminaen 00 5.
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m Criterio de divisibilidad por 6. Un entero a es divisible por 6 si y solo
si a es divisible por 2 y por 3.

m Criterio de divisibilidad por 8. Un entero a es divisible por 8 si y solo
si el niumero formado por las ultimas tres cifras de a lo es. Por ejemplo,
27 256 es divisible por 8 pues 256 lo es.

m Criterio de divisibilidad por 9. Un entero «a es divisible por 9 si y solo
si la suma de las cifras de a es divisible por 9. Por ejemplo, 376 831 no
es multiplo de 9 pues 3+ 7+ 6+ 8+ 3+ 1 = 28, que no es multiplo de 9.

m Criterio de divisibilidad por 10. Un entero a es divisible por 10 si y solo
si a termina en 0.

= Criterio de divisibilidad por 11. Un entero a es divisible por 11 si y solo
si la diferencia de la suma de las cifras en posicién impar de « menos la
suma de las cifras en posicién par de a es divisible por 11. Por ejemplo,
78425 397 248 si es divisible por 11 pues (8 +2+3+7+4) — (7T+4+5+
942+ 8) =24 —35= —11, que es divisible por 11.

= Criterio de divisibilidad por 12. Un entero a es divisible por 12 siy sélo
si a es divisible por 4 y por 3.

Existen diversos criterios de divisibilidad por 7, pero ninguno de ellos es real-
mente practico como los que se mencionan arriba.

7.2.2. Factorizacion en numeros primos

Teorema 33. (Teorema Fundamental de la Aritmética, segunda parte) To-
do entero distinto de 0 y de +1 es producto de primos en forma Unica salvo
orden y signo.

Gracias al Teorema Fundamental de la Aritmética, cada nimero entero
distinto de 0 y +1 tiene una sola descomposicién canoénica. Agregando po-
tencias de cero a las descomposiciones canodnicas de dos o mas nimeros
se pueden usar los mismos primos en las factorizaciones de todos ellos. Por
ejemplo, sia = 675 = 33 x 52 y b = 20 = 22 x 5, entonces podemos escribir
a=2"x3%x5%yb=2%x 3" x 5. Con esta escritura es muy facil determinar
si un numero es divisible por otro 0 no como nos dice el siguiente corolario.

Corolario 34. Sean a = +p§'ps? ---pc* y b= +pJ'pJ* - - - p/*, considerando
que p1 < p2 < --- < p SON primos positivos y las e; y f; son enteros no
negativos. Entonces, a\b si y sélo si paratodai = 1,2,...,k, se tiene que
e; < fi.

Corolario 35. Sia = £p{'ps>---p* es la descomposicion candnica del
entero a, entonces

1. El nmero de divisores positivos de a es

T(a) =(e1 +1)(ea+1)---(ex + 1).
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2. La suma de los divisores positivos de a esta dada por
(P +pi+-+ 070+ Do+ 95 (P + o+ D)

3. El producto de los divisores positivos de a es igual a

Lema 2. (Lema de Euclides) Si p es un niimero primo que divide al producto
de dos enteros positivos a y b, es decir, p|ab, entonces p|a o bien p|b.

7.2.3. Algoritmo de Euclides.

Teorema 36. (Algoritmo de la Divisién) Dados dos enteros a y b con b # 0,
existen enteros Unicos ¢ y r de tal forma que

a=bg+r, con0<r<|b.

El nimero g en la proposicién anterior es el cociente (de la division de a entre
b) y el niumero r es el residuo (de la division de a entre b).

Observacion. Siay b son enteros y b # 0, entonces b | a si y solo si el
residuo r de la division de a entre b es 0.

Definicion 26. Dados dos enteros m y n diferentes de cero, es claro que
1 divide a ambos nimeros y que ademas existe un ndmero finito de divisores
comunes. Definimos su maximo comun divisor en simbolos:
med(m,n)
como el mayor de los divisores comunes a ellos, es decir,
d = mcd(m, n),

si

1. dlmydn

2. Para cualquier c tal que ¢|m y ¢|n se tiene que ¢ < d.

Se estudiaran a continuacion algunas propiedades del maximo comun divisor
de dos numeros; la generalizacion es sencilla usando la férmula recursiva

med(aq, ag, .. .,ar) = med(ar, med(aq, . .., ar)).
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Propiedades

Sean m y n enteros no cero. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1. med(m,n) = med(|m], |n|);
2. med(m,n) > 0;
3. si m | n, entonces med(m,n) = |m|;

4. sid =mcd(m,n), m =dm’y n = dn’ (es decir, m’ y n’ son los respecti-
vos cocientes de m y n entre d), entonces mcd(m/,n') = 1.

5. Sea p un numero primo. Si p no divide a n entonces mcd(p,n) = 1.

6. Para cualquier nimero natural k se tiene mcd(km, kn) = kmcd(m, n).

7. Simy n se factorizan en primos de la siguiente manera
m=Apit-pit Y = Ept )t

min(a1,81) min(ak,Bk)

entonces mcd(m, n) = p;

Definicion 27. Simcd(a,b) = 1, decimos que a y b son primos relativos,
primos entre si o coprimos.

Observacion. Notemos que dos nimeros pueden ser primos relativos
aunqgue ninguno de ellos sea namero primo; por ejemplo 4 y 9 son primos
relativos ya que mcd(4,9) = 1, sin embargo ninguno de los dos son nimeros
primos.

Lema 3. Sean a y b enteros no cero con b { a. Si ¢ y r son enteros tales que
a = bq + r, entonces mcd(a, b) = med(b, r).

Teorema 37. (Algoritmo de Euclides) Sean a y b enteros no cero, entonces
mecd(a, b) es combinacion lineal de a y b.

Corolario 38. Sean a y b dos enteros no cero y sea d su maximo comun
divisor, entonces cualquier divisor comun de a y de b también lo es de d.

El siguiente corolario nos dice cuales nimeros pueden ser combinacién
lineal de dos enteros a y b diferentes de cero.

Corolario 39. Sean ay b enteros no cero y sea d su maximo comun divisor.
Un ndmero ¢ es combinacion lineal de a y b si y solo si es mdultiplo de d, es
decir, d es la minima combinacién lineal positiva de a y b.

Corolario 40. Todo entero a puede expresarse como combinacion lineal
de dos numeros primos p y q.
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7.2.4. Minimo comun multiplo

Definicion 28. Sean m y n dos nimeros naturales. Consideremos ahora
todos los mdltiplos positivos de m: m,2m,3m, ... y los multiplos positivos de
n:n,2n,3n,.... Notemos que mn es multiplo tanto de m como de n. Al malti-
plo comun positivo mas pequeno le llamamos el minimo comun multiplo de
m 'y n, y lo denotamos por mcm(m, n).

Algunas propiedades del minimo comun mdultiplo son:
1. mcd(m,n) - mem(m,n) = mn.

2. Si ¢ es un numero natural tal que m|c y n|c, entonces mcm(m, n)|c, en
particular mem(m,n) < c.

Si m|n, entonces mem(m,n) = n.
Si k = mem(m,n), k = m'my k = n'n, entonces med(m’,n’) = 1.
Sea p un ndmero primo. Si p no divide a n, entonces mcm(p, n) = pn.

Para cualquier nimero natural k se tiene mcm(km, kn) = k mem(m, n).

N o g &~ W

Si m y n se factorizan en primos como m = pS ---p* y n = pit - pit,

max(a1,B1) max (o, k)
.. -pk .

entonces mcd(m, n) = p]

7.2.5. Congruencias

Definicion 29. Dados dos enteros a y b, diremos que son congruentes
modulo m si m|(a — b) y se escribe a = b (méd m). Esto es equivalente a
afirmar que a y b dejan el mismo residuo cuando se les divide por m.

Algunas propiedades de las congruencias son:
1. Sia=b (méd m) y c=d (méd m), entonces a + c=b+d (méd m).

2. Sia =b (méd m) y ¢ = d (méd m), entonces ac = bd (méd m). En
particular, si e = b (méd m), entonces para cualquier natural k, a* = v*
(méd m).

3. m|asiysolosia=0 (méd m).

4. Siaym son primos relativos y a = b (m6d m), entonces by m también
son primos relativos.

5. Si k y m son primos relativos, entonces existe un entero i tal que kh = 1
(méd m).

Ahora vamos a fijar un nimero m. La relacion en los enteros de ser congruen-
tes médulo m es una relacién de equivalencia, esto es, se cumple:

= Reflexividad: a = a (méd m) para todo nimero entero a.
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m Simetria: Sia = b (méd m), entonces

b=a (méd m).

m Transitividad: Sia =b (méd m)y b = ¢ (méd m), entonces
a=c (médm).
Supongamos que m es un natural diferente de cero. Entonces, por ser la
congruencia modulo m una relacion de equivalencia, podemos clasificar a
todos los enteros de la siguiente forma: los que son congruentes con 0, con

1, ..., con m — 1. Cualquier entero cae en uno y solo uno de estos conjuntos.
En relacion a las congruencias, tenemos algunos resultados.

Teorema 41. (Teorema Chino del Residuo) Sean n1, ..., n, himeros ente-
ros coprimos dos a dos. Entonces, dados a4, .. ., ax enteros, existe un entero
x que resuelve el sistema de congruencias

x = a1 (médnq)

x = a (méd nyg).

Mas aun, todas las soluciones x de este sistema son congruentes médulo el
producto ny - - - ng.

Teorema 42. (Pequefio Teorema de Fermat) Sea p un nimero primo, en-
tonces para cualquier nimero entero a,

a’ =a (mdd p).
Si a no es divisible por p, entonces se tiene ademas que
a?'=1 (méd p).

Para enunciar una generalizacién del Pequeno Teorema de Fermat, necesita-
mos la siguiente definicién.

Definicion 30. Sean un nimero natural. ¢(n) denota el nimero de enteros
entre 1y n que son primos relativos con n. A la funcién ¢ : N — N se le llama
la funcion ¢ de Euler.

En particular, si p es un nimero primo, se tiene que ¢(p) =p — 1.

Teorema 43. (Teorema de Euler) Sea n cualquier numero entero. Siay n
son primos relativos, entonces

a®™ =1 (méd n).
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Teorema 44. (Teorema de Wilson) Si p es un nimero primo, entonces
(p—1D!'=-1 (mdd p).

Teorema 45. (Teorema de la Congruencia Lineal) Sean a y b dos numeros
enteros y n un numero natural. Entonces la congruencia

axr=b (mdd n)

tiene una solucién para z siy solo si b es divisible por med(a, n). En este caso,
si 2o es una solucién, el conjunto de todas las soluciones esta dado por

n
— ' k€eZs,.
{xo + kmcd(a,n) < }

7.3. Combinatoria

7.3.1. Conteo
Proposicion 18. Cada conjunto con n elementos tiene 2" subconjuntos.

Definicion 31. Dado n € N denotaremos por ! al producto de todos los
nameros naturales menores o iguales que n; esto es:

nl=n-n—1)-(n—2)---2-1.
Para poder incluir el caso n = 0, se define
0l =1.

Principio 1. (Principio Fundamental de Conteo) Si existen m formas de
realizar una tarea y n formas de realizar otra tarea distinta, el total de formas
de realizar ambas es m - n.

Definicion 32. Sea un conjunto E que consiste de n elementos y sea k un
entero entre 0 y n.

= Una permutacion de orden k (de los elementos de E) es una seleccion
ordenada, sin repeticiones, de k elementos de E.

= Una combinacion de orden k (de los elementos de E) es un subcon-
junto de FE con k elementos.

Teorema 46. El numero de combinaciones de n objetos diferentes tomados

dekenk,conk<nes
n n n!
(k) =0k = (n—k)! -k

Teorema 47. Paratodo n € N, se tiene que
cr=1=Cn
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Teorema 48. Paratodo n y todo k < n, se tiene que
Of + o = Gl

Principio 2. (Principio de Inclusién y Exclusién) Si tenemos n conjuntos
Ay, Ag, ..., A, (posiblemente con elementos en comun), entonces el nUmero
total & de elementos que tienen entre todos esigual a k1 — ko + ks — ks +--- £
kn, donde k; es la suma de los elementos que pertenecen a (por lo menos)
uno de los conjuntos, k; es la suma de los elementos que pertenecen a (por
lo menos) dos de los conjuntos, y, asi, sucesivamente hasta k,, que es el
nuamero de elementos en comun a todos los conjuntos.

Proposicion 19. Dados dos nimeros naturales ~ y N, el nimero de -
adas (a1, as,...,a,) de enteros ay, as, . . ., a, que satisfacen a1 +as+- - -+a, =
N sujetos a restriccion: a1 > ki,a2 > ka,...,a, > k., donde k1, ks, ..., k. son
enteros dados, es

(N—(k1+k2+---+kr)+r—1>
r—1 '

Permutaciones

Teorema 49. El total de formas en que se pueden permutar n objetos to-
mados de n en n es
P =nl

Teorema 50. El nimero de permutaciones de n objetos en k lugares esta
dado por

para k < n.

Definicion 33. Llamamos permutaciones ciclicas al nimero de formas

diferentes de acomodar n objetos en circulo y lo denotamos por PC,,.
Cuando se acomodan n objetos en k lugares con la opcién de repetir los

objetos, tenemos permutaciones con repeticion, las cuales se denotan P}

7.3.2. Principio de Casillas

Principio 3. (Principio de Casillas, primera version) Si n + 1 objetos se
deben acomodar en n casillas, entonces en alguna casilla quedaran al menos
dos objetos.

Principio 4. (Principio de Casillas, segunda version) Si nk + 1 objetos se
deben acomodar en n casillas, entonces en alguna casilla quedaran mas de
k objetos.
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Principio 5. (Principio de Casillas, tercera version)

= Sim objetos se deben acomodar en n casillas, entonces en alguna casi-
. m .
lla deberan quedar al menos [—W objetos.
n

Aqui [z] es igual al menor entero que es mayor o igual a =, y |z] es igual
al mayor entero menor o igual a =. Notemos que si m = nk + 1, se tiene que

2] 22 2] e

y entonces, la tercera version del principio generaliza a la segunda version.
Principio 6. (Principio de Casillas, version con promedios)

» Siay,as,...,a, SON NUMeros positivos y a es el promedio de ellos, en-
tonces hay un a; con a; < a.

m Siay,ao,...,a, SON NUMeros positivos y a es el promedio de ellos, en-
tonces hay un a; con a; > a.

En efecto, si para todo nimero a; se cumple que a; > a, entonces el pro-
medio de los a; es mayor que a. Notemos que no se senal6 a cual promedio
nos referimos de entre los siguientes:
a1 +as+---+ap

n

Promedio Geométrico: /a; -as---a,
n

Promedio Armonico:

Promedio Aritmético:

1 1 1
ai a2 (27
ya que los tres funcionan en esta version.

Principio 7. (Principio de Casillas, versién con sumas)

» Si{ai,az,...,a,}y{b1,ba,...,b,} sondos colecciones de nimeros que
cumplen con a; + a2 + -+ + an > b1 + ba + - -+ + by, entonces hay un
indice i tal que a; > b;.

n Si{ai,az2,...,a,}Yy{b1,be,...,b,} sondos colecciones de nUmeros que
cumplen con a; + as + -+ + an < by + by + -+ + by, entonces hay un
indice i tal que a; < b;.

Principio 8. (Principio de Casillas, version fuerte) Consideremos ki, k2,
..., k,, enteros positivos. Si k1 + ks + - - - + k,, + 1 objetos se deben acomodar
en n casillas, entonces existe un i tal que en la casilla i deberan quedar al
menos k; + 1 objetos.

En términos de colores, esta version fuerte del Principio de Casillas ase-
gura que: “Si hay k; + k2 + - - - + k,, + 1 objetos que se deben colorear con uno
de los n colores entonces hay un color i que se usa para colorear al menos
k; + 1 objetos”.
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7.3.3. Graficas

Definicion 34. Una grafica es una coleccién de puntos unidos por lineas.
Los puntos se llaman vértices y las lineas que los unen se llaman aristas.

Definicion 35. Dados dos vértices u y v, un camino de v a v es una
sucesion alternada de vértices y aristas vg, ag, v1, a1, . . . , s, an, donde vy = u,
vp =0, a; = {vi_1,v;} paracadai = 1,...,n. El nUmero de aristas del camino
se llamara la longitud del camino.
Diremos que el camino es una trayectoria si los vértices no se repiten.
Diremos que el camino es un paseo si las aristas no se repiten.

Definicion 36. Una grafica de n vértices en donde cada pareja de vértices
esta unida por una arista se conoce como una grafica completa de » vértices
y se denota por K,,. Notemos que K, tiene (}) aristas.

Definicion 37. Una gréafica es conexa si cualesquiera dos vértices se co-
nectan por un camino.

7.4. Algebra

7.4.1. Factorizacion
Teorema 51. (Productos Notables) Sean z,y, z € R, entonces
n 22—y’ = (z+y)(z—y),
w 2?4 2ry +y° = (z +y)?
w 2? = 2oy +y? = (z—y)?,
w2 4?22 4 20y + 202 + 2202 = (z +y + 2)?,
w2t -y = (o —y) (@ Fay +yP) = (2 - y)? + 3ay(z —y),
n 2 —ay? + a2ty -yt = (2 +y) (@ - ),
w2’ oy’ —aty -y’ = (2 —y)(@® + 7).

El primer producto recibe el nombre de producto de binomios conjugados
y el resultado de este, diferencia de cuadrados; de igual forma, los resulta-
dos del segundo y tercer productos reciben el nombre de trinomio cuadrado
perfecto, y son de los mas usados.

7.4.2. Polinomios

Definicion 38. Un polinomio P(z) en una variable es una expresion de la
forma
P(z) = apa™ + 12" '+ 4 a1z + ag,
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donde ay,...,a, son constantes y n € N. A cada sumando lo llamaremos
monomio o término. Las constantes a; se conocen como los coeficientes
del polinomio.

Si a, # 0 decimos que el polinomio tiene grado n. El nimero aq es el
término constante. Si a,, = 1, decimos que el polinomio es moénico. Deno-
tamos por grad(P) al grado de P(x).

Definicion 39. Un cero de un polinomio P(z) es un nimero r tal que
P(r) = 0. Cuando P(r) = 0 también decimos que r es una raiz o una so-
lucion de la ecuacion P(z) = 0.

Definicion 40. Consideremos dos polinomios cualesquiera con n > m,

P(z) = ao+a1x+ax® + -+ a,z",
Q(z) = b0+b1x+b2x2+"'+bmxm,

Definimos la suma de dos polinomios como:
(P4+Q)(x) = (ag+bo)+ (a1 +b1)x+- - -4 (am +bm) 2™ +amr ™ +- - a2,
y la resta de dos polinomios como:
(P—-Q)(z) = (ap—bo)+ (a1 —b1)z+- -+ (am —bm)xm+am+1xm+1 +tanz™.
El producto de P(x) por una constante c es:
cP(x) = cag + carx + casx? + -+ + canx™.
El producto de dos polinomios se denota por:

(PQ)(x) = aobo + (aphs + aibo)z + (agba + arby + azbo)z® +
+(agby + arbr_1 4+ -+ arbo)x” + -+ apby "™

Teorema 52. (Algoritmo de la Divisién) Dados dos polinomios Py Q exis-
ten polinomios Unicos H y R tales que

P(x) = Q(x)H () + R(x)

con grad(R) < grad(Q) o R(z) = 0. Los polinomios H(z) y R(z) se llaman
cociente y residuo, respectivamente. Si R(xz) = 0, decimos que @ divide a
P.

Teorema 53. (Teorema del Factor) El nimero « es raiz de un polinomio
P(z) siy sélo si el polinomio P(z) es divisible por x — a.

Definicion 41. Sea P(z) un polinomio. Si existe una m € Ny un polinomio
Q(z) tal que
P(z) = (z —a)"Q(x)

con Q(a) # 0, decimos que a es una raiz o un cero de multiplicidad m.
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Teorema 54. (Formulas de Vieta) Si un polinomio ménico P(z) = 2™ +

12"~ 4+ - + a12 + ap tiene n raices 1, za, . . ., ,, €NtONCES
an—1 = —(x1+ - +xn),
ap—2 = X1Ta+ -+ X1Tp +22T3 + -+ Tp—1Tn,

an_j = (_1)7 Z xi1xi2 e xija

1<i1 < <i;<n

ap = (—1)"zixe---xp.

7.4.3. Teorema del Binomio de Newton

El Triangulo de Pascal esta formado por nimero enteros y se construye de
la siguiente manera, en donde los elementos de enmedio son la suma de los
valores de los dos elementos encima de él.

n=0: 1

n= 1 1

n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1

n=4: 1 4 6 4 1
n=>5: 1 5 10 10 5 1
n=6: 1 6 15 20 15 6 1

Empezando por el renglon cero, los valores que aparecen en el renglon n
representan los coeficientes del polinomio que resulta de elevar el binomio
x + y a la n-ésima potencia. Por ejemplo, para n = 5 tenemos

(z +1)° = 2° 4 5ty + 102%y> + 102> + 5ay®* + 4.

Cuando en lugar de suma se tiene una sustraccion, entonces los signos de
los coeficientes se van alternando de positivo a negativo. Por ejemplo, para
n = 5 tenemos

(z —y)° = 2° — 5aty + 102%y? — 102> + say* — 4.

También podemos ver el Triangulo de Pascal de la siguiente forma:
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n=3: @ @
n=4: o @ G
n=5: @ O 6 6 @ 6
n=6: @ O 6 6 @ & @
en donde, de la misma manera, el renglén n-ésimo corresponde a los coefi-
cientes del desarrollo del binomio (= + y)™ y cada uno de estos coeficientes
se llama coeficiente binomial.

En general, para cualquier n € N, el desarrollo de (z + y)™ lo obtenemos
de la siguiente formula llamada Binomio de Newton.

) G
6 G

Teorema 55. (Teorema del Binomio de Newton) Sean = e y dos nimeros
y sea n en N, entonces

(z+y)" = iz: (:L) "y

Teorema 56. Sea n en N, entonces

7.4.4. Desigualdades

Teorema 57. (Desigualdad del Triangulo) En todo triangulo la suma de las
longitudes de dos lados cualquiera es siempre mayor o igual a la longitud del
lado restante.

De esta forma, si A, By C son tres puntos en el plano, entonces
AB+ BC > AC.
Ademas, la desigualdad se alcanza siy sélo si B esta en el segmento AC.

Definicion 42. Dados n nimeros no negativos ay, as, . . ., a,, los nimeros
a1 +ag+ - +an

y Jaiaz---ayn
n
son la media aritméticay la media geométrica de los nimeros ay, as, . . ., Gy,

respectivamente.

Teorema 58. (Desigualdad Media Geométrica-Media Aritmética) Si a1, as, . .

son n. nUmeros no negativos, entonces

ay+ag+---+ap
- .

"alaQ...an<

- An
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Teorema 59. (Desigualdad Util) Si a, b, z, y son nimeros reales y ademas
x,y son positivos, entonces

2

2 2
a_+b_>(a—|—b)

r oy T x4y

Teorema 60. (Desigualdad de Nesbitt) Para a, b, c € R*, se cumple

a b c
+ +
b+c c+a a+bd

3
> —.
-2
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